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Введение 


Сферическая поверхность есть геометрическое мЪето то 
чекъ въ пространствЪ, ‘равно удалениыхъ оть какой-нибудь 
«одной постоянной точки, называемой центромъ поверх 
ности. Пространство же, ограниченное сферическою по 
зерхностью, называется шаромъ или сферою. Прямая 
длины, соединяющая центрь ‹ъ какой-нибудь точкою сфе 
рической поверхности, называется рад усомъ, а прямая 
лин я, соединяющая двЪ кавя-нибудь точки вферической 
поверхпости и Нроходящая черезъ центръ, называется д1а 
метромъ сферической ио- 
зерхноети или сферы. Предета- 
вимьсебф сферическую поверх- 
ность, центръ которой нахо 
дится въ О (черт. №). Нетрудно 
видфть Что всякое съ 
чен!:е сферической по 
верхности плоскостью 
есть кругъ. Въ самомъ дЪ- 
‚ЛЬ, пересВчемь шаръ плоско- 
стью; въ евченш плоскоети съ 
поверхностью тара получимъ 
‚линНо АРУ. Пусть С оеноваше Черт 1 
перпендикуляра, опущеннаго 
изъ центра щара на плоскость №№ взявши на лини с№че- 
ня кокя-либо точки АВитд и соечинивъ ихъ съ точ- 
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ками О и С, получимъ прямоугольные треугольники: 400, 
‚ВОС ит. д, которые будуть равны. Изъ равенства этихъ 
треугольниковъ выходить, что АС, ВС ит д. равны между 
собою, т е вс№ точки лиши сфчешя равно отстоять оть 
точки С, а это показываеть, что разематриваемая линдя 
есть окружноеть съ центромъ въ С, Означимъ радусъ шара 
черегь А; радусъ круга сфчешя черезь », а разстояше 
плоскости сЪчешя до центра шара зерезъ а; разсматривая 
одинъ изъ равныхъ прямоугольныхь треугольниковъ найдечь 
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Изь этои формулы видно, что съ измВнетемъ разетоя- 
я паоскости сфчешя оть центра сферы, измняется раз- 
мёръ этого круга. Чёмъ дальше отъ центра плоскость ©№- 
чен!я, тфмъ менфе ращусь круга сфченя, такъ что если 
удалеше плоскости «Фчешя сдЪлается равнымъ радусу 
еферы, то кругь обра- 
шается въ точку, а сама 
плоскость будеть ьасв- 
тельиою къ сферической 
поверхности. Съ прибли 
жешемь плоскости с%- 
чемя къ центру сферы 
ралусъ сЪчешя будетъ 
постоянно увеличиватьея 
такъ что, когда плоскость 
сфченя пройдеть через 

р центръ. тогда радкуеъ 

Черт ° круга получить наиболь- 

шую зволичину равпую 

ращусу сферической поверхности, » кругъ получаеть на 

звае большого круга еферы. Очевидно, ве больш1е 

круги сферической поверхности равны между 
собою. 


р 
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Бруги, нлоскоети которыхъ не проходять чрезъ центръ 
сферы, называются малыми кругами; они равны, если рав- 
но удалены оть центра шара, ибо величина малыхъ круговъ 
зазисить оть ихъ разстояня отъ центра сферы. Больше 
круги пересфкаются по даметру шара. Круги, напримёръ 
ММ и АВ (черт. 2), плоскости которыхъ параллельны меж 
Ду вобою, называютея параллельными кругами сферы. 

Если изъ центра сферы О возставимъ къ плоскости 
большого круга перпендикуляръ и продолжимъ его неопре- 
дЪленно въ обВ стороны отъ большого круга, то онъ вотр#- 
тить сферическую поверхность въ двухъ точкахь Ри Р, 
‘называющихся полюсами; легко ВИдВлЬ, что полюсы на- 
ходятея въ равномъ разстояи оть вефхъ точекъ окруж 
ности большого круга АВ. Напримфръ, для точки В дуги 
РриР,Ь равны и содержатъ 90° или четверть окружность, 
‘потому что онЪ изиБряютъь прямые углы при центр шара, 
Если окружность большого круга АВ равно отетоитъ отъ 
полюсовь Ри Р,, то слфдуеть изъ этого заключить, что она, 
двлить пополамъ вс окружности больцихъ круговъ. про 
ходящих» чрезь полюсы Ри Р,. или, другими словами 
всявы болыной кругъ раздфляетъ сферическую поверхность 
на дв» равныя частн. Большие круги, какъ напримёръ 
РРР, проходяпце чрезъ полюсы, перпендикулярны къ тому 
большому кругу, для котораго даны эти полюсы. Обратно, 
евли провести болыШе круги перпендикулярно къ одному 
какому-нибудь большому кругу, то всЪ они пройдуть чрезъ 
полюсъ атого круга. По одному изъ полюсовъ, данному на 
сферической поверхности, легко построить графически боль, 
шой кругъ сферы: стоитъ только изъ этого полюса радусомъ 
равнымъ четверти окружности или 90° описать съ помощью 
сферическаго циркуля (съ кривыми ножками) окружность 
на поверхности сферы. Очевидно, чтобы начертить большой 
кругъь сферы, надо знать хорду дуги, равной четверти его 
окружности, а для этого необходимо знать радусъ сферы 
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Можно тажже начертить на сферф и малый кругъ напри- 
эЪръ ММ, но для этого должно быть лано, кромЪ полюса, 
еще разстояще этого круга отъ полюса по дуг большого 
круга или, иначе должно знать длину дуги РМ (вобственно- 
хорду этой дуги) 

О сферическомь ум Сферическимъ угломъ на 
зывается уголъ, образуемый на ефер% перес 
чен1емъ двухъ дугъ большихъ круговъ. Пусть 
ВЪ ТОЧКЬ А (черт. 3) пересвкаются двф дуги АМ и АМ 
большихь круговъ; уголь МАМ или А, содержацийея меж- 
ду этими дугами на поверхности сферы, центръ которой. 
мы полагаемъ въ точкЪ 0, есть сферичесьй уголь. Точка. 
„А пересфченя дугЪ, называется вершиною сферическаго- 

т д Утла, а пересфкаюцйяся и содержа 
иця его дуги называются сторонами 

РАД сферическато угла. Сферичесьйй уголъ. 
измфряется: 1) двуграннымь угломъ,. 

образуемымь плоскостями болышихь 

м о ЕКРУГовь въ которыхъ содержатся. 

стороны сферическаго угла. Въ на- 

шемъ случаЪ уголь А измВряется 

двутраннымъ угломь у котораго ре- 

бро АА, произошло отъ взаимнаго 

р. пересЁченя двухъ большихъ круговъ 

* АМА и АМА; 2) двугранный уголь 

Черт 3 „МАА,М измзряется угломъ линей- 

нымъ, составленцымь изъ лини, пер- 

пендикулярныхь ьъ ребру двугранпаго угла, слЬдовательно, 
если 370 и №0 перпендикулярны къ ребру 44,, то линейный 
уголь МОХ, измряюций двугранный ухолъ, будеть измВрять 
въ то же время и уголь сферичесьйЙ .4; 3) если изъ вершины 
А, какъ изъ полюса, опитемъ больной кругъ, то луга 37 этого. 
круга, заключенная между сторонами сферическаго угла, 
измфряя линейный уголь МОМ, будеть измфрять и ефери-- 


к 


—7— 


чесый; слёдовательно, сферичеекиа уголь измВряется также 
дугою бовыьшого круга, заключенной между его сторонами 
въ отношен а которой вершина угла есть полюсъ; 4) мёрою 
сферическато угла можеть быть также и уголъ между ка 
салельными АТ и АТ,, проведенными къ сторонамъ угла изъ 
его вершины, потому что эти касательныя лиши перпенди- 
кулярны къ ребру двуграннаго угла измфряющатго сфери 
чевый уголъ. 

Сферическе углы могутъ быть острые, прямые и тупые 
Дуги двухь большихъ круговъ, пересЪкаясь вь точкВ А 
образують при ней 4 сферическихь угла; сумма двухъ 
смежныхь равна 24, а сумма вовхь четырехъ равна 4а 
углы вертикальные тавже равны. 

Гели дуги АМ и АМ сферическаго угла прололжимь по 
поверхности сферы, то он встрётятея въ другой точкЪ 3, 
отетоящей отъ вершины 4 ва 150°, и образують новый сфе- 


Часть сферической 
поверхности, заключен- 
ная между двумя полу- 
окружностями  боль- 
шихъ круговъ, назы- 
вается  сферичес. 
ьимь двусторон 
никомъ нлн фюзо 

На нашемъ черте- 
3% это будеть А2ЕА, № 
Сферическй — двуето- 
ронникъ есть проет%й 
зая фигура на повер 
хности шара. 

О сферическомь треуольникв Часть сферической поверх- 
ности, заключенная между тремя пересфкающимися но двЪ 
дугами большихь круговъ называется сферическимъ 


Черт 4 
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треугольникомъ. На поверхности сферы центръ ко- 
торой въ точкЪ 0, возьмемъ три точки 4,В,С и проведемъ 
чрезъ каждыя двф изъ нихъ дуги большихъ круговъ (черт. 4} 
на поверхности сферы образуется сферическй треутольникъ 
АВС. Дуги, образующая сферическй треугольникъь АВ ВС, 
АС называются сторонами, и длина ихъ обозначается такъ: 
АВ, Аб и ВО==а. Углы, вершины которыхъ находятся 
зъ точкахъ 4 В,С, суть сферическе углы разематриваемаго 
сферическаго треугольника и величина ихь обозначается 
чрезъ 4 В,С. Во всякомъ сферическомъ треуголь 
ник не можетъ быть двухъ сторонъ, длина ко- 
торыхъ была бы болфе половины окружности 
или 180%, потому что, до 
пустивыи противное, мы 
увидимъ, что ивЪф эти ето- 
роны, напримръ, АВ и 4С, 
не достигая еще третьей сто 
роны, ветр®тились бы въ 
другой точк® 4,, образовав 
фюзо. Итакъ, мы должны 
допустить, что дв стороны 
еферическаго треугольника 
менъфе 180%, что же касается 
третьей стороны, то она 
можеть быть и болфе 180%; 
въ такомъ случаё и сфе- 
рическ уголь, противолежациЙ этой сторонЪ, боле 180% 
Напримёръ, треугольникъ (черт. 5), у котораго двЪ стороны 
АВи АС мене 180°, а третья сторона ВРВ.С боле 180' 
и уголь, противолежащий этой сторонф, очевидно, также бо 
лъе 180°. 

Выфсто сферическаго тре} гольника АВОВ, 0 обыкновенно 
разематривають другой сферическ треугольникъ АВС, слу-. 
жай дополнешемъ до полусферы у котораго вс стороны 


Черт. 
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и углы < 180’ такъ что, зная во части сферическаго тре 
угольника АВС, нетрудно опредфлить элементы даннато 
сферическаго треугольника. Мы условимся разема 
тривать только так!е сферическ!с треуголь 
ники, у которыхъ стороны и углы < 180°. 

Вели соединимь вершины еферическаго треугольника 
АВС съ центромъ сферы 0, то получимъ тригранный угол 
имфющЙ вершину въ центр сферы (черт. 6). Этоть три 
транный уголь замЪчателенъ тЪмъ что онъ имфеть свойства, 
одинакя сосферическимъ 
треугольникомъ, ему с0- 
отвзтетвующимъ. Въ с& 
мохъ ДЬлЪ, линейные 
углы, входящие въ с0- 
ставъ триграннато угла, 
измфряютея сторонами 
сферическаго  треуголь- 
ника, а углы двугранные, 
коихь ребра АО ВО и 
ОС суть рашусы сфери 
ческой поверхности, на Черт 6 
которой находитея сфе- 
рическ! треугольникъ, равны угламъ сферическаго тре 
угольника. Такая связь или зависимость между тригран 
нымъ угломъ и сферическимъ треугольникомъ, ему еоот 
вЪтетвующимтъ, обиаруживасть, что теоремы, доказанный 
для тригранныхъ угловъ, остаются доказанными п для сфе 
ричеекихъ треугольниковъ. 

Теорема: Каждая сторона сферитескаго треугольника ме- 
нъе суммы двухь другихъ, напр, в < -- с, потому зто въ 
тригранномъ углЪ каждый изъ илоекихъ углевъ менфе суммы 
двухь другихъ, слЪдовалельно, ВОС < 406 -- АОВ, но 
ВобС=а, 40б= и ЛОВ=е, а потому а 6-е отсюда 
ъакъ стЬдетые выходить что каждая изъ сторонъ сфери 
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чесьаго треугольника болфе разности двухъ другихъ, на 
примвръ, а>ф —с, это неравенство вфрно, потому что оно 
зытекаеть изъ неравенства в--с> чрезъ иростое пере- 
несеше члена с изъ первой части во вторую. 

Теорема. Сумма сторонъ сферическаго треугольника веегда 
менфе 44 или 360°. 

Эту теорему можно доказать изъ своиствь триграннаго 
угла. Изъ геометри извфетно, что сумма плоскихь угловъ 
триграннаго угта мене 4 4. т. е: 


вос- 106 ловхаа 


Нелн мы вмсто плоскихъ угловъ подставимъ ихъ мёру, 
то получииь а--5--е 494. Изъ этихъ двухъ теоремъ 
можно вывести тая слЪдетвИя, 

1) Полупериметрь всегда болфе каждой изъ сторонъ. 
Чтобы доказать это, возьмемъ такое неравенство. а-|-В >; 
кь обфимъ частямъ его придадимъ по с и, раздфливъ на 2, 


а 5-е 
получимъ что се. итд 


м 2) Кратчайшее разстояте 
между двумя точками на сфе- 
рической поверхности ость 

й С дуга большого круга между 

{ этими точками, меньшая 180% 

1 Это доказывается съ по 

В = мощью неравенетва ас. Въ 

вамомъ дзлЪ, пусть АВ дуга 

Черт болышого круга, проведеннаго 

черезь А и В, тогда ве АВ: 

бутеть ьороче всякои другой а АМВ, проведенной че 

резъди В , 

Для доказательства (черт. 7) возьмемъ какую-нибудь точку 

М на кривой АМВ и проведемъ чрезъ Аи М, а также чрезъ. 

Ми В дуги большихъ круговъ. тогда соетавится сфериче- 


Ш 


с&й треутольниктъ АВМ въ которомь АВхАМ-МВ. Если 
на кривой АМВ возьмемъ еще друпя точки Ми @ и про 
ведемъь дуги болышихь круговъ, то будемъ также имфть 
Аи<Ам-ММ и МВ МО ОВ ит. д. Подетавляя въ пер 
вое неравенство вуфето 4 и МВ величины болышя ихъ, 
увидимъ, что неравенство не наруптится и мы получимъ 
ав<амрим--мо--9В. Продолжая такимъ образомь по. 
добныя построев1я, мы увидимъ, что вторая часть неравен 
ства будеть неопредЪленно нриближелься къ кривой АМВ 
и вь предфл получимъ, что <; 4В< > АМВ, 

Поел%днее слфдетые можетъ быть доказано самоетоя 
тельно какъ теорема, другимъ раземотрфшемъ этого вопроса, 

Теорема: Кратчайшее разстояи1е между дву- 
мя точками сферической порерхности, равно 
дуг большого круга, меньшей или равной по 
луокружности, соединяющейэти двВ точки. 

15. Прежде всега необходимо выяснить, какъЪ опредфлять 
диину дуги кривой двойной кривизны, т.е. такой, 
У которой не всф точки лежать въ одной плоскости. Для 
этото докажет, что длина дуги двойной кривизны 
равна предфлу, къ воторому стремится пери 
метръ вписанной въ нее ломанной линЕи, когда 
стороны послф дней неограниченно приближза- 
ются къ нулю, т. е. что этоть предфль существуеть 
только одинъ й что онъ не завиеитъ отъ закона, подчиняясь 
которому, сторозы вписанной ломаной ливи стремятся къ 
нулю. 

Положимъ, что памъ даны (черт 8). косая кривая или 
кривая двойной кривизны АВ, ея ортогональная проекшя 
а на нЪкоторую плоекость Р. 1/ какая-либо точка кривой 
АВ и т проекщя этой точки. Въ плоскости, произвольно 
взятой, проводимъ неопредфленную прямую =, и, (Черт. 9) й 
откладываемъ на ней, оть точки а, длину а, тж, равную 
длин дуги а т; затЪмъ вЪ точкф шт возставляемъ къ пря 
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мой =, у, перпендикулярь *, М, равный по величин® 
роектирующей Мэ. Точка М кривой АВ тогда вполнЪ со 
отв®тствуеть точкВ М,, и когда точка М опишеть дугу АВ 
то точка М, опишетъь дугу 4, В, длину кототорой мы обо- 
значимъ черезт [. 


вр 


Черт 3 Черт 9 


Де 
=, а т, п, 6 у 


Предположимъ теперь, что въ дугу АВ виисана какая 
либо ломаная лия АММЛВ, въ проекию о! и въ плоекую 
кривую 4,5, вписаны  соотвётетвенно лини авииф 
А, М, №, В, В, Величина отнощешя 


© АМиНУнЕВ 
Аа Ам В.В, 
хакъ мы знаемъ \}, заключается между нанименьшимь и на 


ибольшимъ изъ отношений 


42) 


ни МХ. 
Ч Ем 


) Дъйствительно, положимь, что намъ даны четыре отяошеня 
аа м 
ыы" в" Который расположены въ порядк® нхъ величииь, такъ 
а 


что, еслн положимъ |. отвуда а=841 10 у 29 р илна’>59 
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Слфдовательно, если мы докажемъ что каждое изъ отно 
шений (2) вь предЪл® равно единиц%, то этимь самымъ мы 
докажемъ, что отношезе (1) тоже равпо единиц, а велфд 
стве этого, такъ какъ знаменатель этого отношен!я въ пре 
Дл равенъ В то нозавиенмо оть закона, по которому ето- 
роны ломаной лини АММАВ стремятея къ нулю, то и чи- 
слитель, независимо отъ этого же закона, будеть равенъ # 

Для доказательства возьмемъ какое-нибудь изъ отноше 

ММ 
ЗАМ, 
№— Ми, или эй равную Мия, —М.т,, квадратъ разематри 
ваемаго отношешя изъ прямоугольныхь Д-ковь ММР и 
М, МР, выразится черезъ 

тя? - 40° 
ера 


Величина этого квадрата слфловательно заключается 
между 


ной (2) напримфръ Обозначивъ черезь Ф разность 


тя, 


(=) 6 1 
тт, И ии" 


Но такъ ъакъ инт, равна дуг ит ьривой аё а ия— 


2", а", Складывая по частимъ эти неравенетва и приба, 
вивь къ объимь частямь результате по равной величинваи 9 по 
лучимы: афа’-на"а" ИИ НИ" Я 


в ‚аа па" а 
откуда ризы"? (8) 


Ч илы а", будемь ныть, что 491) 


Обозначиеъ же 


ут Зет а 4: 03, а ЗУЧ. Повтуная тавимь же образомъ 
какь и въ первый разъ, увидимъ, что а +а’--а-+- а” < Ф-ЬЬ--Ь") а" 


ааа" («== 


эли За а та я 
фруны чьи < > 
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— хорда этой дуги, то отношене ее въ предёлЪ ьакъ мы 
знаемъ фавно единицЪ, когда тя стремится къ нулю 
МУ 
Предфль им, 
2° Длина дуги сферической кривой равна 
иредфлу къ которому стремится периметръ 
ломаной сферической тин| и, вписанной въ эту 
дугу когда стороны ея неогравиченно при- 
ближаются къ нулю 

Дъйствительно, пусть А@В (черт. 10) есть какая-либо 
дуга кривой, (проведенной) на сферЪ, и АЕРОТВ ломаная 
«сферическая лин!я, вписанная въ эту дуту, т. е. лия, обра- 

р [: зованная дугами боль 
24 итихъ круговъ, концы ко 
р торой расположены въ 
и точкахъ А и В, а верши 
А ны, въ нфкорыхъ проме- 
Черт 10 жуткахъ другъ отъ дру- 
га. на дуг} д@в. 

Если дуги большого круга, въ суммЪ составяяюния ло 
‘маную сферическую линшо, стремятся, каждая въ отд®льно- 
ети, къ нулю, слёдуя при этомъ одному какому-либо зако- 
ну, то отношене каждой изъ пихъ къ соотьфтетвенвой 
хордЪ, равно единиц. Таково же будетъ тогда отношено 
длины всей ломаной ливи къ сумыВ хордъ? А такъ какъ 
сумма хордь въ предл, какъ знаемь изъ 1°, равна длинЪ 
дуги кривой А@В, то, сл®довательно, и длина вписанной въ 
ту же дугу кравой А@В въ предфяЪ также равна дтинъ 
этой дуги. 

32. ПосяБ всего вышесказаннаго сможемъ опредьлять 
кратчайшее разетояв!е между двумя точками еферическои 
поверхности (черт. 10). 

Положимъ, что АМВ представляеть дугу большого кру- 


слфцовательно равенъ единиц 
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га, меныпую или равную полуокружноети, соединяющая 
точки Аи Ви Абв вакая-либо сферическая кривая, про 
зеденная черезъ тВ же точки А и В Такъ какъ АЕРСУВ 
ьпредетавляеть часть сферическаго многоугольника вписан 
наго въ кривую АБВ то можемъ написать что 


АМВ_ЛЕ--ЕРЕЕС-Е ОЛ 7В 


Но, если стороны вписаннаго многоугольника изограни 
ченно стремятся къ нулю, то вторая чаеть неравенства вЪ 
пред®ль будеть равна (27) длин дуги кривой АСВ. Оль 
довахельно, дуга большого круга АМВ меньше всякой дру 
гой сферической кривой, проходящей черезъ тё же двЪ 
точки Аи В, т, е. она есть кратчайшее разстояне между 
двумя точками А и В сферической поверхности 

На основанш этого сферическимъ разетоян1емь 
двухъ точекъ Л я В сферической поверхности называють 
длину дуги ботьшого круга, соединяющего эти точка 

Полярный  трерольникь. 
Въ треугольник Б АВС при 
мемъ вершину 4 за полюсъ 
и еферическимь радусомъ, 
равиымъ четверти окруж- 
ности, опишемъ на поверх- 
ности сферы дугу большого 
хруга, тогда вс ея точки 
будуть отстоять оть А на 
90°. Подобнымъь же обра 
зомъ принявъ точки В и 
С за полюсы, ефорическямь 
радтусомъ равнымъ 90° опи- 
емъ дуги. большихь кру- 
говъ (черт. 11). 

Эти три дуги болылихъ крутовъ, описанныя изъ вершинь 
А Ви С вакь изъ полюсовъ, перееВкаясь попарно обра- 
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зують новый сферическ треугольникь 4,В,С, который ва- 
зывается полярнымъ, или дополнительнымь сферическимт. 
треугольникомъ для даннаго 4ВС. Полярным треутольникъ. 
обладаеть елъдующими. свойствами: 1) Вершины дан 
паго треугольника суть полюсы сторонъ по- 
лярнаго 2) Вершины полярнаго суть полюсы 
сторонъ даннаго 3) Уголъ даннаго илюсъ сто 
фона полярнаго равны 180°и 4) Уголъ поляр 
наго плюсъ сторона даннаго равны 1805, 
Первое свойство прямо вытекаеть изъ опредълешя по- 
лярнаго сферическаго треугольника Для доказательства, 
второго проведемъ черезъ 4, и В, а также черезь 4, и 
дуги большихъ круговъ. Такъ какъ В есть полюсъ относи 
чельно -4,С,, то 4,В—90; С есть полюбъ относительно А.В, 
то 4,С=90%; слФдовательно, вершина А, отетоить отъ двухь 
точекъ дуги ВС на 90', т. ©. углы 4, ОВ и А, ОС прямые в 
линш ОС и ВО перпендикулярны къ лини 4,0. Вели жм 
лия 4,0 перпендикулярна къ двумъ лифямъ, то она пер- 
пендикулярна и ко всей 
плоскости ВОС и къ лю 
бой прямой ОМ, проходя 
щей черезъ точку 0), ина 
че говоря воякая точка 
31 дуги ВС отстоитъ оть 
точки 4, на 90° (уголь 
А03Е90°). А это указы- 
ваетъ на то, что веритнна 
А, полярнаго треутоль 
ник» будегь полюсомъ 
Черт. 12. для стороны ВС даннаго 
треугольника. Точно так 
же докажемъ, что вершины В, и“С, суть полюсы сторонъ АС 
и АВ даннаго треугольника, 
„ ЕПриступимъ къ доказательству третьяго своиетва поляр 
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наго треугольника. Мы знаемъ, что сферическй уголъ из 
мФряется дугою большого круга, содержащагося между его 
сторонами, въ отношещи которой вершина угла есть по 
люсь, в потому, наприм$ръ, уголь А измфряется дугою ХЕ 
Обозначимъ стороны полярнаго сферическаго треугольника 
черезъ о, —В:С;, 8,=4,0, и «—4,В,. Изъ чертежа 12 им 
А-а, =РЕ-- (8, = ОЕ— 0 Ср В, ==90°- 
--90*—180°. 
Подобнымъ же образомъ докажемъ что 


ВН =180° и сн 


=180° 


Для доказательства четвертаго свойства, заиётимъ, ито’ 
уголъ 4, измрястся дугою большого круга ЕТ заключенною 
между его сторонами; изъ чертежа имвемъ: 


‚А --ЕЕР-СВЕЕС--07-] ЕВЬЕО=90°-90°—150° 


Почобнымь де образомъ доьажемъ что 
В--Ь—180° и 0, 6 = 180* 


Изъ этихь свойствъ видно, что данный сферический тре- 
угольникъ и полярный взаимны между собою, т. е. треуголь- 
никь 4ВС будетъ полярнымъ относительно треугольника: 
А, В.С 

Замтчание. Вели вс№ тры стороны даннаго еферическаго 
треугольника <.90°, то полярный треугольникъ будетъь на- 
ходиться внф даннаго; если же нзкоторыя стороны >> 90°, то 
полярный треугольникъ будетъ пересфкать стороны даннаго 
треугольтика, и, ваконецт, если вов стороны даннаго тре- 
угольника >90°, то полярный будеть находиться внутри 
данцаго сфернчеекаго треугольника. 

Пользуясь свойствами полярнаго еферическаго треуголь 
ника, легко назначить предфлы, между которыми можеть 
измфняться сумма угловъ сферическато треугольника 


Сферическая тригонометрии 
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Теорема. Во всякомъ сферическомъ треугольник ®: 1) сумма 
угловъ всегда меныше шести прямыхь и больше двухъ 
прямыхъ; 2) сумма двухьъ угловъь безъ третьяго всегяв 
менфе 180°. 

Для доказательства разсмотримъ два сферическихь тре- 
угольника АВС и ему полярный 4,В,С,. Стороны треуголь- 
ника 4,8, С, назовемь малыми буквами а. с, соотьтетву 
ющими обозначешямъ противолежащихь угловъ; углы же 
треугольника АВО—буквами А, В, С. 

На основаши того, что сумма сторонъ веякаго сфериче 
скаго треугольника _>0, но менфе 4 а, имфемъ 


ити 0 


отъ полярнаго треугольника перейдемъ къ данному по фор 
муламъ: а =29—4; и =24—В и в =2а— 0; получимь 


44`>24— А-|- 24— В-- 9— С>0 ии 
44`> ва —(А—В-- С) 0 или 
64—(АРВ+-О>ои 69-— (44 во <аа 
откуда 4-| В-- С 64 и 4- ВС 24. 


Для доказательства второго положешя имфемъ: а, --5, >, 
или замфняя в, 6, и с, величинами равными а, —24 — 4, 
$, =29—В и в, =24— С, будемъ имВть: 


24— А{24—В>24—С откуда АРВ—б«?2! 


Изъ этои теоремы елфлуетъ, что въ сферическомъ тре 
угольникЪ сумма угловъ есть величина перемЪн 
ная, тогда какъ вь плоскихъ треугольникахь сумма угловъ 
есть величина постоянная и равна 24 или 180°. Изъ этой же 
теоремы слфдустъ, что сферическ!! треугольникъ можеть 
имфть одинъ, два и три прямыхъ угла, т. е. ови бывають 
прямоугольные, двояко и трояко-прямоуголь- 
ные. Когда треугольникъ двояко-прямоугольный, то вер- 
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шина’ не прямого угла является полюсомъ противолежащей 
ему сторонф, такъ что двф стороны его равны 90°. 

Въ сферическомъ тролко-прямоугольномъь треугольник 
зо стороны равны 90%, в онъ самъ, по занимаемой площади 
равенъ восьмой части сферической поверхности, на которой 
онъ начерчень, въ чемъ легко убздиться, продолжая его 
<тороны. А 

Теорема. Если въ сфериче { 
<комъ треугольник (черг. 13) 
продолжимъь одну изъ 010- 
ронъ, напримЪръ, ВС, то обра- 
зуется внъшнй уголъ 2, кото- 
рый будетъ менфе суммы двухъ 
внутреннихь съ нимъ несмеж- 
ныхъ, но бол№е ихь разности. 

Въ самомъ дёлф имфемъ 
04 0=180% 44 В-- 0180" 
АР В-- 0`>Р-О, откуда по сокращеи на С находимь 
а--В>>рР Чтобы доказать вторую часть теоремы, папишемъ 
извфстное неравенство 4--С—В< 130 или 4--С—В<р--б 
откуда по сокращен! на С получим А_В< р 


Черт. 18 


0 сиыметричномъ треугольник 


Если оть вершияъ сферическаго треугольника АВС про 
зедемъ ражусы къ центру сферы, прололжихь ихъ до пе 
ресёченя съ сферическою поверхностью въ точкахъ 4, В, 
и С, и соединимъ каждыя дн изъ нихъ дугами большихъ 
круговъ, то получимъ другой сферичесый треугольникъ 
А,В,С, противолежащ первому, называющийся симме 
тричнымъ треугольникомъ. Не трудно видёть по 
чертежу 14, что вс части симметричнаго треугольника 


.А.В,С, порознь равны частямъ даннаго треугольника АВС 
2 
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но эти треугольники, несмотря на равенство частей, не- 
совместимы при наложени другь на друга. Причина этой 
несовмфетимости есть та, что чаети одного треугольника, 
хотя и равны чаетямъ дру- 
гого, но расположены раз 
личнымъ образомъ, не вЪ 
такомъ порядк®, какъ въ 
другомъ. Вирочемъ, если 
симметричинй треуголь- 
никъ есть равнобедрен 
ный, то онъ, при наложе- 
ни его на данный, с0вч%- 
ститея съ послЬднимъ. 

Мы будемъ называть. 
сферичесяе треугольни- 
ки равными, когдаови 
при наложен совпада 
ють веми своими ча- 
стями, симметричными называются ‘таюе треуголь- 
ники, у которыхь веф части соотвфтственно равны, но при 
наложени не могутъ быть совмфщены. Такимъ образомъ, 
фавные треугольники имЪють и разныя нлощвади, такъ как 
ихъ поверхности совм щаются, но площади симметричных. 
треугольниковъ только равновелики. Докажемъ что дан 
ный треугольникъ 48С и ему симметричини 
-4,5,0, равновелики но площади. 

Ддя доказательства сказаннаго вообразимъ малыи кругь 
черезь точки 4, ВиС и пуеть Р его полюсъ. Соединивъ 
точку Р съ точками 4, Ви С дугами большихъ круговъ 
получимь равныя дуги АР, ВР и СР. 

Соединимъ Р съ центромъ и продолжимъ до вотрЪ1и со 
еферическою поверхностью въ точкё Р,. Потомъ еоединимъ 
точку Р, 6Ъ точками 4, В, С, дугами большихъ круговъ 
Е.А, РВ, и Р,С;; по равенетву вертикальныхь угловь 


Черт 14 
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имфемь АР-А,Р,, ВР- В.Р, и СР-=С.Р,. Но такъ какь 
АРЕВРЕСР тои А.Р=В,Р,=С,Р, и слвдовательно, Р, 
есть полюеъ сферическаго треугольника 4, В, С,. Сферичесвие 
треугольники АВС и 4,В,С, разбились на равнобедренные 
симметричные треугольники, которые при наложеши совпа- 
дають, а слЪфдовательно, ихъ площади равны, а потому 
А4РВ=ДАРВ,; ДАРС-АА.С, и АВРСЕАВ,В,(", 
Сложивъ найденныя равенства получимъ, что площадь тре 
угольника АВС равна площади треугольника 4, В,С,, т.е 
что треугольникь АВС равиовеликъ треугольнику симме 
тричному 4, В, С, 

Если бы полюсь Р находилоя внЪ треугольника АВС, то 
послфднй, а стало быть и симметричный /,2,С, пришлось 
бы разоматривать состоящими не изъ суммы, а изъ разво- 
<ти равныхъ равнобедренныхь треугольниковъ, 


Условия равенства сферичеснихь треугольниковъ 


Два сферическихь треугольника одной и той-же сферы 
или двухъ равныхъ сферъ равны” 

1) Если имфютЪъ равными по дв стороны и углу между 
ними, 

2) По сторон и ло два угта къ ней причежащихъ 

8) По три стороны 

4) По три угла. 

И при всемъ томъ, если данныя равныя части раеполо 
жены въ треугольнакахъ одинаковымъ образомъ. Если же 
при существовати этихъ четырехъ услойй равенства рав 
ныя части разематриваемыхь треугольниковъ будуть имёть 
обратное расположенйе, то таже треугольники не будуть 
равны а только симметричны, т. е. всв части ихъ порознь 
будуть равны, но при наложеши не покроютьъ другъ друга, 
не будуть совывстимы. Первые три случая равенства тре 


угольниковь могуть быть доказаны наложещшемъ фигуръ, 
какъ это двлается съ плоекнми треугольниками въ началь- 
ной геометри или съ помощю трегранныхь угловъ, такъ. 
какъ услошя равенства трегранныхь угловъ одинаковы съ 
условями соотвётетвующихь имъ сферическихь треуголь 
ВИКОвВЪ. 

Случай четвертый равенства треугольниковь когда три 
угла одного треугольника равны тремъ угламъ другого и 


при томъ расположены одинакимъ образомъ, доказывается 
рическихъ треугольника АВС и РЕЁ, съ одинаковымъ рас- 
положещемъ частей, такъ что 4—7; В=В и С=Е. Тре- 
А р этя треугольники 
равны. Для этого 
Ч представимь — себ 
полярные треуголь- 
ники относительно. 
данныхъ (черт. 15). 
зв. Такъ какъ углы дан- 
в Е ныхъ  треугольни 
с 
я 
равны, то, слфдова- 
Я Е тельно, равны 6бу- 
Черт 15 пия стороны тре- 
угольниковъ поляр- 
до 180% если же стороны одного изъ полярныхь треуголь- 
никовь равны соотвзтотвенно тремъ сторонамъ другого, то 
треугольниковъ равны, т.е, АВ =РЕ, 46 —РЕи ВС= ЕЕ, 
потому что углы полярнаго треугольника служать допол 


помощью полярныхь треугольниковъ. Пусть даны чва сфе- 
буется доказать, что. 

ковъ соотвфтетвенно- 

— дуть воотвфтствую 
ныхъ, ибо эти элементы взаамно дополняють другъ друга 
ихъ углы равны Но еели углы равны, то стороны данныхь. 
нешемъ сторонамъ треугольника начальнаго но если три 
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стороны равны, 10 и самые треугольники при наложени 
совпадаютъ а слёдорательно они равны 

СдЪлаемъ примръ доказательства на первыи случаи 
равенства сферическихь треугольниковъ, именно, когда два, 
сферическихь треугольника имВють равными соотвфтствен- 
но по дв стороны и углу между ними, но расположенными 
обратно. 

Напримвръ, ЛАВСи АА, В,С, (черт. 16) иуЪють обратное 
расположеше частей относительно другь друга, ибо дано 
что сторона АЁ=А,В;; АССА, С, и уголь А-—А,. Наклады 
вая ЛАРС на А,Б,С, или обратно, мы увидимь, что они не 


Ив 


Черт 18 


могуть совмфститься, Дфиствительно, если прявецемъ уголъ 
4, ВЪ совпаден!е съ угломь 2, то стороны, водержания эти 
углы, не совмветятся, или потому, что длины ихъ неравны 
или потому, что выпуклости ихъ обращены въ разныя ето- 
роны. Но тёмъ не менфе мы докажемъ, что разсматриваемые 
зреугольники равны во везхъ своихъ частяхь Для этого 
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изобразимъ треугольникъ симметричный 4,В,С, относитель 
но даннаго АВС и сравнивая его съ 4А,В,С:, видимъ, что 
при наложени ихъ они совпадуть Велфдетые равенства, 
треугольниковь 1,В,С, и 4,В,С,„, а также по симметрично 
сти треугольниковь АВС и 4,В,С, имфемъ 


В.С--В,б-=ВС В-ВУВ и С-В 


Подобнымъ же образомъ доказывается равенство сфери- 
чеекихъ треугольниковъ и въ остальныхь случахь когда 
фавныя части расположены въ обратномъ порядк®. 


Соотношения между сторонами и углами въ одномъ и томъ же сфе 
рическомъ треугольник 


Теорема Противъ равныхъ сторонъ сфери 
ческаго треугольника лежать равные углы 
Пусть АВ-ВС, разджлимъ сто 
а рону (черт 17) 46 въ точкё Р 
пополамъ и проведемь дугу боль 
шото круга ВР. Изь равенства 
треугольниковъ АВХ и ВРС, имЗ- 
ющихь по три равныхъ стороны 
заключаемъ, что углы Ви С ралны. 
При этомь замтимъ, что углы при 
В раввы между собою а также и 
при 2, такъ что ВР дЕлитъ уголь 
Черт 1 В помоламь и перпендикулярно 
ъъ АС. 

Эту теорему можно доказать такле при помощи симме 

‘тричнаго треугольника для даннаго 
Теорема обратная. Противъ равныхъ угяовъ ле- 
жать равныя стороны. дто елфдуеть изъ разсмотр®- 
вая полярнаго треугольника, Дано что А—=5С; нужно дока- 
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зать, что — 4В=-БВ0С. Возьмемь полярный треугольникъ 
части котораго пусть будуть стороны а, Ы и в, а углы 
А,, В, и С,; такъ какъ АС, то ас, ибо а и <, суть до 
полнешя до 180° треугольника начальнаго; стало-быть, тре 
угольникъ полярный есть равнобедренный, а противъ рав 
ныхъ сторонъ лежать и равные углы, & потому 4,=С,; еели 
же это такъ, то дополнензя ихъ до 180° также равны, т. е. а=е 

Теорема. Во всякомъ Фферическомь треуголь 
иикв противъ большаго угла лежить и боль 
зая сторона 

Пусть уголь АВС А 
(черт. 18) будегь больше 
угла ВСВ. Если это такт, \ Ч 
то въ угл В проводимъ с 
дугу большого круга ВО Хх 
подъ угломь РВС рав \ \ 
нымь углу АСВ. 8 

Треугольникь ВРС — 
имфя два равныхь угла № 
РЬСи РОВ,равнобедрен- 
ный, благодаря чему 
вр=рс. Черт 18 

Съ другой стороны въ 
треугольник 4ВР имфемь. АВхАр--РВ или, нодетавивъ 
змъето стороны ВР равную ей РС получимь АВ<АР-ЬОС 
откуда АВ<АС, 

Теорема обратная. Противъ большеин стороны ле- 
жить и больш1й уголъ. Дано Б>е, Требуется доказать, 
что В>>С. Строю для даннаго треугольника поларный 4,8; (}. 
тогда неравенство 6<е обратится для полярнаго треуголь- 
ника 180—В,>180—С.;; В,<С;: & ва основами предыдущей 
теоремы 5,<е; оть полярнаго треугольника перейдемъь къ 
данному, получим 180—8В<180—С или ВС>>, что и требо 
залось доказать 
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Опредфлеше площади сферическаго двусторонника и сферическаго 
треугольника. 


Фюзо или сферическимь двусторонникомъ 
называють часть сферической поверхности, заключающуюся 
между двумя полуокружностями большихъ круговъ, прохо 
дящихь чрезъ одикъ и тотъ 
же дамегръ. Уголъ, состав- 
ленный этими двумя полу- 
окружностями, называется 
угломъ фюзо Нанашемь 
чертежё 19 фюзо съ уг 
ломъ А будеть АВА, СА. 

Докажемъ, что отно 
зиен1е площади или 
поверхности занима- 
емой фюзо къ сфери 
ческои поверхности 
равно отношен!ю его 
угла къ четыремъ 
прямымъ. Въ евмомъь дфлВ мозьмемь фюзо АВА, СА, 
заключающся между полуокружностями АВА, и АСА,. Изъ 
точки Я, какъ изъ полюса омишемъ окружность большого 
круга ВСВ‚; дуга ВС будеть тогда измфрять уголъ А фюзо 
Допустимъ, что дуга иметь какую-нибудь общую мфру съ 
цфлою окружностью, такъ что имфеть, напримЬръ такое от 
нзошене: 


„ВС окружности ОВ=? 12 


Поэтому, если раздфлимъ окружность на пятнадцать рав 
ныхъ частей, то въ дуг ВС такихь частей содержится дв 
Чрезъ даметръь 44, и каждую точку двленя проводимъ 
плоскости, благодаря чему сферическая поверхность раздв 
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литея на пятнадцать равныхь между собою фюзо, какъ им\- 
ющихъ разные углы, а въ нашемъ фюзо АВА, С4, очевидно 
ихь будетъ содержаться два. Слфдовательно, отношене пло 
щади послфдняго къ сферической поверхности будеть 


2 ; 
Равно 1. На основаши этого можно написать 


фюзо , АВА СА _ 7:12] вос ити фюзо АВА, СА _ А 
сфер. повер. окр. ОВ 44 сфер. повер. 44. 
Мы раземотрёли тотъ случай, когда ВС соизыфрима съ 
окружноетью, если же она не соизмёрима, то теорема дока- 
зывается такъ же, какъ въ начальной теометр/и доказывает 
ся пропорщональность центральныхь угловъ съ’ соотвЪт 
ствующими имъ дугами въ одной и той же окружности. 
площ, ф А А пл. ф 4_ А 


Изъ пропорши сфер. люверя. 44° и: ча 


имемь площ ф АА ва или 
о 
площадь фюзо съ угломь едит 


те площадь фюзо рав 
на илощади большого 
круга сферы, умножен 
ной.на отношен!е угла 
фюзо къ угту прямому 
или къ 96°, 

ПоелВ этого мы можемь 
вывести площадь сферическаго 
треугольника. 

Аюложимъ, что нмБемъ е ре 
ричесый треугольникь АВС 
инужно найти его площадь; дая Черт 20 
этого мы построимъ (черт. 20) 
для каждаго угла даннаго сферическаго треугольника со- 
оТВЪтСТВуюний ему фюзо, какъ видно на чертеж: для 
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угле А фюзо АВА,СА, для В фюзо ВСВ, АВ и, паконенъ, 
для углаб фюзо САС,ВС Далфе сферическй треугольникъ 
АВС можно представить въ видф разности между фюзо съ 
угломь даннаго сферическаго треугольника, и другого сфе 
рическаго треугольника, дополняющаго данный до поверх 
ноети этого фюзо Итакъ имфемъ 


ААВС=фюзоаА— Л А,ВС 
ДАВС- фюзо В — ^ АБ, С 
А 4Вб= фюзо С — ДАВС, 
Выжото ЛАВС, можно подставить ему равновеливй сим 


метричный треугольникь 4,В,0, а выЪето площади фюзо 
его величия) по углу’ потучимъ- 


. д. 
УАБС-нав» & — ЛВС 
^АВб-— в В АВС 

{ 28". 5 — ЛАВ, 
, С , 
двс кв © — ЗАВ, 

Сложивь предыдунпя равенства потучичъ 


п? 


злАвс 907 (ав о—лаве-ллв, ола, В, 6) 


Въ скобкахъь стоить поверхность полусферы безъ пло 
щади даннаго еферическато треугольника АВС или 2я*— 
— ^\ АВС. При подстановкВ полученное равенство обра 
щается въ: 


‚ 
ЗАВ И (АВ С эВ 2, АВС пла 
х авс=ля (АВЕО _ 
2 АВС=лЕ ( 90% )) пля 
> Ш 180 
ДАВС=ав* (Ес ) 


180° 
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Разность между суммою трехъ угловъ тре 
угольника и 180', которая всегда положительна, ибо 
нами доказано, что сумма угловъ сферическаго треуголь 
вика >24, но <64, называется эксцессомъ сфери 
ческаго треугольника и, означиръ его буквою Е, мы 
получимъ для площади сферическаго треугольника. такую 

Г 


дд 
формулу АД ВСЕ. 1808 


т е чтлощадь сфериче 


скаго треугольника разняется площади боль 
шого круга умноженной на отношен:е экс 
цесса къ 180°, 
Если извфстна площадь сферичеекаго треугольника, то. 
легко найти величину зкецееса Дйствительно, изъ фор 
ы 


Е 
мулы ^АВС=лА*. 186 ОЗначая площадь сферическаго. 


треугольника АБС чрезъ ‚. мы получимъ что 


Злвеь Е будеть выражено въ градусахъ; чтобы выра 


180.60 / 
зить Е въ минутахь мы должны взять Е =, 
_ 180.60.60" С 180.60.60" Е 
въ секунлахь Е =—— = аз Но = де сл 
Л =-. иже Е =- _^ = 
довательно Е = еле Или приближенно тт 


т.е. избытокъ сферическаго треугольника ра 
венъ площади треугольника, раздЪленной на 
квадратъ рад1уса сферы умноженный на 311 
Обратно: пяощадь ==” и1". 
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Предметь тригонометрии 


Сферическая тригонометрия занимается рышешемъ офе 
‚рическихь треугольниковъ, & для этого надо знать соотно- 
лены, которыя существують между элементами сферичо- 
<каго треугольника, къ выводу которыхь мы и приступимъ. 


Эсновныя формулы сферической тригоно 
метр1и 


Выводъ основного и другихь главных уравнешй сфе- 
ричеекой тригонометрии, мы будемъ основывать на теорш 
проекцй, а именио: 1) альгебраическая сумма проеклий ст1о- 
рояъ всякой прямолинейной фигуры, расположенной въ 
плоскости, или въ пространств, равняется нулю. Бели мы 
будемъ разсматриваль подобную фигуру въ несомкнутомъ 
видф то алгебраическая сумма проекщй сторонъ этой фи 
гуры будетъ равняться проекщи стороны, замыкающей раз- 
сматриваемую фигуру и 2) ортогональная проекщя отрьзка 
на ось равняется длинЪ проектируемаго отрзка, умножен- 
ной на оз угла, образуемаго этамъ отрёзкомъ съ осью 
проекщи 


р Выводъ форм} ТЫ 605 стороны 


Представимь себЪ сферический треугольникь АВС (черт. 
21). Изъ произвольной вершины ьго, напримфръ, С’ опуска- 
емъ перпендикуляры на плоскость болыпого круга АВ 
проходящей чрезъ двЪ друмя вершины треугольника, и на 
рашусы, которые соединяютъ центръ сферы Осъ вершинами 
Аи В. Соединивь основашя перпендикуляровь получимъ 
четыреугольникъь ОМРМ, изъ проекщй котораго выводится 
требуемое основное уравнеше сферической тригонометрии 
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Раземотримъ значене каждой изъ сторонъ четыреугольника 
ОИОХ. Сторона ОМ есть воза, сторона ОМ есть 6035. Лишя 
СМ перпендикулярна къ 10 по построен, а лия РИ 
перпендикулярна къ 40 по тсорем® стезеометри, что лия 
„АО перпендикулярная съ С будеть перпендикулярна и къ 
проекщи вя РМ, слдовательно утоль СМР будетъ линей- 
ный двуграннаго угла 4 


Черт 21 


Изъ прямоугольнаго треугольника СМР имфемъ, что ка- 
теть РМ равняется гипотенузВ СМ, умноженной на соя 4; 
но МС есть 575, поэтому МР-ЕзТВ с08 А, уголь СМР есть 
линейный уголь двуграннаго угла В а потому изъ прямо- 
угольнаго треугольника СМР имфемъ 


РУ= СМ ев Б= та 6 1 


Въ четыреугольник® 05/РУ примемъ сторон} ОМ заза 
мывающую сторону фигуры, тогда па основаШи теоремы 
проекщй имземъ’ 
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Принимая за ось проекций сторону ОМ положительный 
конець которой указанъ стрёлкой, получимъ; 


056 — еозбсове -[- зпбятссов А 


Это и есть основная формула, изъ которой выводятся 
вс остальныя. Читается эта формула такъ: Косинусъ 
одной стороны = произведен! ю косинусовъ 
двухъ прочихъ сторонъ-- произзеден1е сиву 
совъ тъхь же сторонъ на косинусъ угла, лежа 
щаго противъ этой стороны. Понятно, что въ одномъ 
треугольник можно написать три такихъ формулы, прила- 
гая ихъ соотв®тственно для каждой стороны‘ поэтому 


е05а-=6085 с03е-[ зпфзнесо А. 
созф-еоза возо-|-зпазнесав В 
возе—еоза в039-[ зпазтбовь С 


Три уравненая, выражающия зависимость между углами 
и сторонами сферическаго треугольника, суть единственныя 
‹оотношешя и никакихь новыхъ быть не можеть всв дру 
пя формулы будуть тождественны съ ними хотя отличны 
по виду. 

Въ самомъ дым, если бы мы допустили, что нашли ка, 
кое-нибудь новое четвертое ‘уравнен1е, не вытекающее изъ 
этихъ трехъ нашисанныхь то подставивъ въ него углы 
ВС, выведенные изъ нашихъ трехъ уравненй, мы полу- 
чили бы соотношеня только между сторонами а ве, не 
зависящее отъ угловъ; но никакого соотвошешя въ видь 
равенства между однфми сторонами сферическаго треуголь- 
ника существовать не можеть, лотому что, если двЪ стороны 
даны, то можно поставить ихъ подь такимъ угломъ, что 
третья сторона можеть получить какую угодно величину 
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3) Выводъ формулы синусы сторонъ пропор 
ц1ональны синусамъ противолежащихъ 
УгловЪ 


Для вывода этой формулы разсмотримъ два треугольника, 
МОР и МСБ, разсматривая ихъ общую сторону СО какъ 
замыкающую лин, тогда 


(бр) =(6№--(Ур) = (См) (МР) 
Принимая за 06ь проекщи замыкающую тиншо Ср 
получимт: 


4фсов (20—41) -г зтфеок 405 90° == 
зпасоз (90°—В) | зпавовВеоз 90° 


ити 
зат. А = зпазиВ 


откуда Бля об части равенства на зн ВзпА потучимъ 


зна _ т 
ЗЛА ^ пВ 
Точно также можно было бы доказать что 


тс 
звС’ 


06% эти формулы можно написать въ видЪ ряда равныхь. 


зла _ эт _ эт 


зи зВ — зи С" 
Эта формула читается такъ: синусы сторонъ про- 
порцщ{ональны синусамь противолежащихь 


угловъ 
Эту формулу можно вывести татже изъ основной слЬту 


Сферпчеслая тригокометрёя. 3 
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ющимь образом Примфнивъ основную форму послдова 
тельно въ сторонамъ а и $, получимъ 


0за == 60596056 —- 51516608 А 
6035 —= совавозе —- зпазтевоз В 
Складывая и вычитая по частямъ нацисанныя разенства 
получимъ: 


воза-вовф—созе (соза-| сов) вте(тфсоз А-|-зтасов В} 
соза—возфе=еозе (вока-—воз6)-|-зпе(втьсов А—знасоз В) 


Перенося созе (соза-|-с03%) въ первомъ равенств} и 
6056 (05а — 6036) во второмъ въ первую часть и, выставляя 
обийй множитель за скобку, получимъ 


(сова--с08б) (1—возед-вте (эпбеоз А знасов В) 
{с05а—6055) (1 вовед-щете (зпбеов А—втасоз В} 


Перемножая оба равенства по частямъь получимь: 
(с08?а— 603) (1—созяеу—ви?е (3126 со? А —зп?а ©0818) 


Для 06 части на зи*с и замВняя косинусы чрезъ синусы 
получамъ: 


1- вая 596 зи вт?а- ана зт?В; 


откуда 87?а зн?В— ви зи?А для на зи? А зи"В получимь 


ата 5% Извлекая корень получимь 5% =. ый 
ЯВА эВ" р УЧИ ид 35 


Мы уже уеловилиеь раасматривать таке сферичесые тре- 
угольники, у которыхъ углы и стороны 180° а потому си- 
нусы сторонъ и угловь будуть положительны, 

Вь формулЪ должно взять знакъ -|- и, слёдовательно 


зна 8715 
вв А— эВ 
зпа _ зпе 
Точно также можно доказать что =, а потому 
зп А зв 


п зпа _ 810 _ ве 
окончательно — ==. 
з1А ^`зтВ 
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8) Выводъ формулы синуса стороны умножен 
наго на косинусъ угла 


Чтобы вывести эту формулу возьмемъ въ четыреуголь 
зик% ОМЬМ сторону МР какъ замыкающую тогда на осно 
занши теор проекщй получимъ: 


{(Мр)= (м0) (ОМ) (МБ) 
Принимая за ось проекшй замыкающую сторону №) 
молучимъ: 
$14608 В—=603ас0590°-|-е088е08(90°—в)-|{-576203.4603 (180°—6) 
или 814608 В==5766056—созетЬео8 А 


Эта формула читается такъ синусъ стороны, умно 
женный на косинусъ угла прилежащаго ра 
венъ синуеву другой етороны, ограничивающей 
тотъ же уголъ. на косикусъ третьей стороны 
минусъ косинуеъ етороны ограничивающеи 
угодъ умноженный на произвечен!е синуса 
третьеи стороны и косинуса угпа противоле 


жащаго перзой сторон, 
Эту формулу можно вывести также изъ основной слЬ 


дующимъ образом 


сов —созавове-|-зпая1ес0з В 
сова—оовфеовс-{-зифзтеооз А 


Въ первое равенство яставимъ вместо соза его величину 
изъ второго, имВемъ: 


созф-=(созбоово-!-вЙ носов.) созс--зтавпевозВ 


Раскрызая скобки, пюлучимъ: 


6056 —с086с03<-[ созезтьвиесов. А-|-впазтесо8 В или 


сов (1 со'е) == созезтбьтесов А--хпазтегов В или 


зозбзтяе—с08е5т65тесоз.1-|-57а87с608 В 
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Раздвлимъ обф части на #7е, изидемъ, что. 
возфзие—созозтфеозА-|- зпаеозВ или окончательно 
зтасоз Вы=зтесозф-совезтбео5 А. 


Вовхь такихъ формуль можеть быть написано для дан 
наго треугольника, шесть. 


4) Выводъ формулы произведен1я синуса угта 
на косинусъ стороны 


Аля вывода этои формулы представимь себф для дан- 
наго треугольника АВС полярный 4,В,С„ углы и стороны 
котораго обозначимъ чрезъ А, 8, С, иа,, 8, в, къ поляр 
ному треугольнику прим$нимъ формулу зп етороны ны соя 
прилежащаго угла, а именно: 


57а; с05В, = 16,0086, — созевтЪ, 09-1 


Оть полярнаго треугольника перейдемь къ данному поль 
зуяеь формудами 


.--А—180° 5-Е В=180° в, -|- С== 180% и 4 &—=180° 


получимъ 

зп (180°— 4) сое (180°— 5) == (180*— 0) воз (180°— В) — 
605 (180 — С) зн (180 — В) воз (180 — 2) 
или — зп АсозВ == — 1005 В — созСепВедза 


умножая на—1, окончательно. получимъ: 


$7. 16056 = 57 СсозВ -[- с050зт Веоза 


Эта формула читается такъ: синуетъ угла умножен- 
ный на косинуеъ стороны прилежащей, равня- 
ется синусу другого угла прилежащаго къ тои 
же сторон умноженному ина косинуезф треть 
яго угла илюсь обратно’ косянусъ придежа 
щаго угла умноженнаго на вннмуевъ третьяго 
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угла и на косинусъ сторопы противолежащей 
первому углу. 
Такихъ формуль можно написать шесть. 
Предыдущую формулу можно доказать и такъ возьмемъ 
третью и вторую формулы: 
516с05 В-=впасоя6-—созаянсоя С, 
вта _ 51 _ вте 
нА  зяВ зв" 
Означимъ чрезъ 4 общее отпошеше синусозъ сторонъ къ 
<синусамъ противолежащихь угловъ, найдемъ: 
зна == т; знб-авиВ; знен-аеяС. 
Подетавляя эти величины въ третью формулу и сокра 
тивъ все на а, получимь: 
&7СсозВ — зп. Асозф — созазп Всех С, 


отеюдь я Леч—5п Сео В--с09Сзя.Всоча 


5) Форму ла съ котангенсами. 


Для вывода этой формулы возьмемъ формулу екнуеа сто 
фоны на косинуеъ прилежащаго угла, а именно: 


зпавоз Вы 


нсе0з6 — созестфеоя А 


‚дВличь 06% части на °йЪ получимъ 


зта 
—г во®ВЕ-знесонр—еобееоз 1 


515 
на основаши второй форму ты замфняемъ 


получихъ 
зп Ав В внес 6 -— в03е605 


мли окончательно соуфене-=еду Ван А-- 056605 1 
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Эта формула выражаеть зависимость между четырьмя 
элементами сферическаго треугольника, въ натемъ случа, 
между В, 4, с, В и читается такъ: котангенсъ крайней. 
стороны, умноженныи на синусъ средней ра 
венъ произведен!ю котангенса крайняго угла 
на синусъ средняго--произведен!е косинусовъ 
среднихъ частей. 

Зальчан, Предыдущую формулу, которая выражаетъ за- 
висимость между четырьмя элементами 6 4 с В можно на 
писать еще въ такомЪъ видъЪ: 

со 1 воз В 1 
собуе ^ в05А  совА 6030. 


и она формулируется такь: въ сферическомъ треу- 
гольник& отношен!е котангенсовъ двухъ сто- 
ронъ раздфленное на косинусъ угла заклю- 
ченнаго между ними минусъ отношенае котан- 
генсовъ двухъ угловъ взятыхъ въ порядк® о6б-. 
ратномъ разд ленное на Екосинусъ стороны: 
прилежащей этимъ угламтъ, равно единиц 


68) Выводъ формулы косину са угла 
Предетавимъ себф полярный треугольникъ для даннаго’ 
„АВС и возьмемъ соз одной изъ сторонъ его, напримЪръ а," 


воза; == с038, вое; |- 16 вт, 05, . 


По своиству полярности элементы полярнаго треуголь 
ника дополняють до 180° соотв®тетвующе элементы началь-* 
наго, имфемъ 


608(180°— 4) = 205(180°— В)соз(180°—С)-[- 
51(180°— В)5я(180°— С) с0$ (130—@) или 
воз А-=—с05ВоозО--зя зп Оеоза. 


Эта формула читается такъ косинусъ угла равня- 
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ется отрицательному произведен!ю косину- 
совъ нрочихъ угловъ плюсъ произведене си 
нусовъ т%хъ же углоръ на косинуеъ стороны 
противолежащей первому углу 

Такихь формулъ можно налисать три. 

Эту же формулу можно вывести изъ основной еще и сль 
дующимъ образомъ напишемь три равенства: 


совалыеозф — созе-впбетевоз. 


возфынсова — вое -зпазпесоз В 


возе-—е0за — 205%-| зпазябсоз С 


Исгзючимъ 056 полузимъ 


овалтееозЫ(созаеоз-| зназтфссвС-сибвиесов А 

созф=соза(созасоь--ввазтвеозС)--зпазиссог В или 
созазийб==(созбзнасоз 0-Е злссоз А}вяБ, 
созбзн?а—=(созазтеоз СГ эпесозВ)5па. 


На основании 2 — == 1. — 4 замвиимь 
эти НВ эс 1 


зпа—05т. 1; збЕ-азНЬ и зне-=4зтС; раздфливъ первую фор 
мулу на 4515 а вторую’ чзна, получимъ: 

созазпВ =: со5фзт 105 С-|-в7 воз 

205$8я А — созазя Всоз(--51 (оз В 
и нАхонець исключивъ 055 наидемъ 


созави Ве=созазя Вов? С-ЧЕзнОсоз Вес С--вп Соя 1 
созазп В —воз*С)-=9т Сроз ВсозС-- зп Ссоз 1 
созазп Взп" СЕЕзт со ВсозС-- 5100 


раздфливъ на зиС, окончательно позучимь 


озА =. — со Всоз О-В Сеови, 
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Выводь фориуль для прямоугольнаго сферичеснаго треугольника 


Формулы для рёшешя прямоугольныхь сферическихт 
треугольниковъ выводятся изъ основныхъ, полагая, что одинъ 
изъ угловъ напримвуь 4, прямой, тогда а будеть гипоте- 
нуза В и с катеты. Сферическй треугольникъ опредфляется 
по тремъ его элементамъ; здесь одинъ его элементь изв$- 
стенъ именно прямой уголь слдовалельно, два еще дол- 
жны быть даны; по этимъ даннымъ придется отыскивать 
трейй элементь и, слФдовательно, въ формулу будуть веегда 
входить три элемента: два данныхъ и одимь искомый. 

Чтобы раземотрть сколько можеть быть вевхъ случаевь 
надо знать сколько разъ изъ пяти буквъ а, 5, с, Ви С можно 
составить сочетан!й по три, изъ которыхь дв данныхъ и 
одна искомая’ вто Число будеть 

@— 8:43. 
$7 1.2,8. 
слЪдовательно вофхъ случаевъ будеть десять, а именно 
аЪс, аБВ, аб С, асВ, ас С, аВС, ие В, 5еС, БВС, с ВС. 

Такимь образомъ, намъ нужно найти десять форму.гь 
дия рёшевшя сферическихь прямоугольныхъ треугольни 
ковъ. Для вывода этихь формуль пишемъ тЪ изъ основ 
ныхь формулъ, въ которыя входить уголь А п лолатаемь 
ВЪ НИХЬ. 
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_4А—=90*, зв ЕЛ, со ДО п со 
Изъ первой формулы имФемъ- 
с08а—5086608С ...® 
Косинуеъ гинотенузы равенъ произвецен1ю 


косинусовъ его катстовъ. 
Изь второй формулы имфемъ; 


зиб-зпази В 
зпе-оапавт С 


[1 
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Синусъ каждаго изъ катетовъ равенъ си 
нусу гипотенузы умноженному на синусъ про 
тиволежаго угла 

Возьмемь третью формулу и выберемъ два такихъ урав 
неня, въ которыя входиль бы прямой уголь 4 въ первой 
части равенства” 


815208 А 3тссова—эпасозссов В 
$12208 А-азтсоза— с085втасозС 


изъ нихъ наидемъ 
знесоза--51а6080с08 В 
зтбеоза—созратасов С 


Раздъливь обЪ части перваго равенства на произведен 
зпа г096 а второе на созф спа потучимъ’ 


со5В == уееоща | 


2056 == сова } и 
Иногда эти формулы иишутъ въ видь 
фе == часо® В 
ой } 8) 


24 = 4пеов С } 


Тангенсъ кажлаго катета равень произве 
денью тангенса гипотенузы на косинусъ угла 
ему прилежащаго, 

Изъ формуль съ котангенезми возьмемь лакя въ кото- 
рыхь уголъ А входилъ бы во второй части: 


свете = овен А -|- с05.4608с те В и 
с1девть == ден. -|- с08.40086 “едевив = 9 С 

96 = знешВ \ 

не а 


езйыуС } 
Тангенсъ одного изъ вкатетовъ равенъ про 


изведен!ю синуса другого катета на тангенсъ 
противотежащаго ему угта 
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И, наконець, для вывода послЬднихъ соотношеши возь- 
мемъ вс три формулы для косинусовъ угловъ: 


605 А -=— с03ВеозС-|- зп Вян Сова 
со°В == — 205.4605С -- зп. Авт Се156 
605С — — воз АеозВ -- зп. АвепВеозе 


Изъ перваго равелства наидемъ. 


созаки Взп С == с08В609С 


и раздливъ обф части на произведение зиВзиС, потучимъ 


воза — све С {У 


Косинусъ гипотен} зы равенъ произведен1ю 
котангенсовъ его острыхъ угловъ 


ПослВдтя два дадутЪ 


У 


605 В = софт С | 
09 С == созсет В 


Косинуеъ одно!о изъ угловъ равенъ произ 
веден1ю косинуса противочежащей стороны 
на синусъ другого угла 

Итакъ, мы получили десять формулъ для рылешя сфе 
рическихъ прямоутольныхь треугольниковъ. Сравнивая эти 
формулы съ различиыми случаями, которые встрёчаются 
при ршени прямоугольныхъ сферическихъ треугольниковъ 
мы видимъ, что каждому случаю соотвётствуеть отдзльная 
формула’ а потому вывеленныхъ нами форхулъ вполы% до 
отаточно для рфшешя всфхъ случаевь прямоугольныхь 
сферическихь треугольниковъ. Для облегченя памяти Не 
перъ даль слёдующее правило. Для его объяснен!я мы изъ 
десяти формулъ отбросимъ т, которыя выражають повто 
ренвя одного и того же случая тогда останутся только ел%- 
дуюция шесть формуль 
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воза = созфеове: 
518 == зави В 
во В = ейииуе 


зе = ФВ 
403в — ВС 
2098 == е3531 С 


Разсматривая эти формулы, мы видимъ, что ихъ можно’ 
раздВлить на дзв№ отдёльныя группы. Въ одну группу вхо- 
дать формулы, не содержация #р и её), а въ другую содер- 
жапця ихъ. 

Итакъ первая группа будеть. 

6038 — с059609с 518 ==снаввВ 6088 == 60565, 


а вторая группа 
6058 = одафус, зпв = ФВ воза — Вес 


Разсматривая эти групиы 
зидимъ, что въ первой групп 
зЪ лЬвой части находятся си 
нусы и касинусы а на правои 
произведешя ихъ. Во второй 
трупив въ тВвой части стоять 
синусы и коеинусы, а въ пра- 
вой тангенсы и котангенсы. Для 
того, чтобы во вевхь груп- 
пахъ первой части стояли вездь рее ИИ 
косинуеы, достаточно выфото Черт 22 
катетовъ ввести дополнитель 
ныя дуги, положивъ 91—90 -—5 и 2' —90 —5, или 5—90 
и с=90—в1, тогда группы обратятся въ олбдующя: 

1 группа: соза-сиб! вис возббтазт В; созВнб ВС 
2 групиа созСытейдае уф"; совс' Су ВсёуБ", совалнеуВЫуС. 

Вообразимъ теперь сферический прямоугольный треуголь- 
никъь АВС, элементы котораго поставимъ въ такомъ по 
рядкЪ с В а, С, В (черт. 22). Условимся ечиталь, что пря 


$ 
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мои уголъ А ие нарушзетъ смежности, т.е. два катета лежать 
рядомъ, тогда увидимъ, что въ первую группу входятъ части 
не рядомъ лежашя и при томъ косинусъ отдфльной части 
равняется произведен синусовъ частей, лежащихъ рядомъ. 
Во второй же группф входятъ элементы рядомъ лежание и 
при томъ косинуеъ средней части равенъ произведеню ко 
тангенсовъ крайнихъ. Отсюда и слфдуетъ правило 
Непера Если три части треугольника лежатъ 
рядом», то косинусъ средней части равняется 
произведен:ю котангенсовъ крайкихъ частей; 
если же части лежать не рядомъ То косинусъ 
отдвльно лежащей части равенъ произведен1ю 
синусовъ частей лежащихъ рядомъ. Причемь ка 
теты должны быть замфнены ихъ дополнешями до 90° и 
прямой уголь не считается отдфляющей частью те вл 
теты считаются рядомъ лежелщими частями. 

Изъ формуль для сферическихь прямоугольниковъ по 
‚лезно сдфлать слЗдующщя замчаня 

Звивчанще 1. Формула с059—6036с05с показываетъ, что въ 
прямоугольномъ сферическомъ треугольник® 
число еторонъ большихь 90° всегда четное, а 
меньшихьъ 90° нечетное. ДЬиствительно, чтобы воотно 
шен1е 205 == с055совс существовано, необходимо слЬдующее: 
если въ первой части -|-, то во второй оба множителя должны 
быть положительлы или оба отрицательны, т.е или всь три 
стороны <90° или двЪ больше 90°. Если же въ первой ча- 
сти минусъ, то во второй части непремфнно одинъ изъ про 
изводителей будетъ отрицателенъ. А это показываетъ, что 
должно быть двЪ стороны большихь 90° а одна меныше 90° 

Замвчае 2 Формулы Фуе—зтеюВ и ст ву С показы 
вають что въ прямоугольномъ сферическомъ треугольник® 
катетъ съ противолежащимъ угломъ всегда 
находится въ одной и той же четверти т е. если 


55 30°, то в5 30° точно также .5 90*, то 5 90° Въ 
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самомъ ДЬЛЬ мы разсматриваемь таке сферичесве тре- 
угольники, у которыхъ углы и стороны менфе 180°, а сл- 
довательно, зб и знс всегда’ положительны, а потому, чтобы 
предыдуцфя соотношешя сущеетвовали, необходимо, чтобы 
1 в 198 были съ одинаковыми знаками точно также 
с и С. 

Формулы с0зВ==еовйзиС и созО-=сохзтВ также подтвер 
жлафть предыдуния свойства. сферическаго прямоугольнаго 
треугольника. 

Зальчате 3-е относится вообще къ вычиеленю по лога 
ризмамъ и состоить въ ел дующемъ: если углы или сто 
роны треугольника опредфляются по косинусу, тангенсу 
или котантенсу, то величина искомаго элемента лежать въ 
первой четверти, т. е. 90°, конечно, при условш, что ето 
роны и углы треугольниковъ <180°; Когда же искомый 
элвменть вычисляетея по синусу, то онъ опредфлится не- 
вполн%, ибо синусъ положителенъ, какъ въ первой четверти, 
такъ и во второй четверти, & потому мы найдемъ для него 
дв величины, одну менфе 90°, а другую бол%е 90° дополни- 
тельную первой до 180°, а какую изъ нихъ надо ваять; одну 
ити двЪ, или же и одной покажегь намъ изелёдоваше дан 
наго вопроса. Полезно также замБтить, чго по логариемамь 
можно вычислить не только положительное количество, но 
и абсолютную величину отрицательнаго количества. Еели 
желаемь опредфлить знакъ искомой величины, то надо вести. 
счеть отрицательнымъ множителямь и дёлителямъ. Если 
окажется по счету ихъ четное число, то вычисляемая вели- 
чина положительна, если кечетное, то она отрицательна 
СлЁЬловательно, при вычислени мы можемъ брать логариемы 
оть воБхь множителей и дфлителей, но должны отмфчаль 
ялогарнемы отрицательныхь чиселъ особыми значками. При 
нята для этого французекая буква п`(неуаНр), она ставится 
на правой сторонВ логаряема соотвётетвующаго количества, 
При сложеши и вычитанш логариемовъ считають сколько 
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отоитъ чисель съ и и, если окажется, что ихъ число четное, 
то результать есть Число положительное, если же окажется 
ихъ число нечетное, то результать есть число отрицатель 
‚ное и надо поставить въ сумиБ или разности знакъ и; въ 
первомъ случаЪ искомое число положительное, & во второиъ 
отрицательное. Еели окажется, что знакъ минуеъ приходится 
поставить предъ хогариемомъ коеинуса, тангенса и котанген 
са, то искомый аргументь, сторона или уголь, будетъ > 90° 
и слёдовательно, искомый аргументъ найдется, если изъ 180*° 
звычтемъ величину, найденную по таблицамь меныпую 90° 
Наприм®ръ, вычислимъ 2 по формулЪ’ с0зС == ра, гдЪ 
#—102°6' и ©=7294 
имжемь ад=-— 


Составляемъ схему 


19 6050 | 9.48842 
79 ада | 9.33198 


19 4% | 015728в 


"Полученный въ результатв негативъ показываеть что 
6 > 90°, а потому $=180°—559'1" или =124%50'58”. 


Вызодъ формуль опредфляющихь углы въ функщи сторонь въ ко- 
соугольныхь треугольникахъ 


Очевидно, для этой цфли нужно взять основное уравие 
не, показывающее соотиошен!е между тремя сторонами и 
однимъ изъ углевъ сферичеекаго треугольника. Возьмемъ 
с0$а—208$.50986 

заб (0 

Формула (1) удобна, когда 4 не слишкомъ много отли 
чается оть 90° и особенно, если двф стороны Би с, содер 
жапуя искомый уголь, при перемняомъ а остаются посто 
янными 


сова созБсове-|-вибенссоз 4 отеюда свв АР 
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Чтобы найти логариомичесый видъ формулы (1), прида 
димъ къ обфимЪъ частямъ равенства по единиц и также об% 
части вычтемъ изъ еданицы: 

зпбзпс-с05а--е055с05е 
1-5 созд — ЗИЗИЕЕЯЯА 008009Е 
втБзнс 


Раземотримъ это равенство сперва съ верхними знаками 


& 
половинныхъ угловъ вя = 


пелучимъ 
2 п А воз (6-е) --с0а 
2 &1бяис 
ОА 6 —д— виа 
2 зтбте 


На основан и того, что разность косинусовъ равна отри- 
Цательному удвоенному произведен синуса полусуммы 
двухь дугъ на синусъ ихъ полуразности, получимъ: 


СЕ 
2 абяе 


Для улобетва введемъ периметръ 2р=—а--5--с; отсюда 


т. 
а 5-е а-=2 @—а) а4-с-— 65-9 (0-5) 


2--5-5=2 (р) Будемъ имЪть 


И эир зна) 
тво {2) 
у 4 (8) 
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и раздфливЪ (3} на (3: 


А 
У зпри(рр—а) @ 


Формула (2) употребляется когда 4 близко къ 180° 
„ {3} „ » 1 удаляется отъ 1807 
Формула же (4) употребляется во всфхъ случаяхъ, каковъ- 
бы ни быль уголь 4, лишь бы содержалея между 0 и 180° 


1 
Такъ какъ 4<180° и 54< 90°, то предь зыакомъ ра 


дикала должно брать + . Знакъ же минусъ можеть относить- 
ся къ углу 4, равсматриваемому въ другомь треугольник, 
симметричпомъ съ первымъ, Мнимости не будеть, потому 
что подъ корнемъ стоять положительныя количества, ибо 
а--#--с< 360 или р 180° разности р—а, р и р—с поло 
кительны; докажемъ, наприм$ръ, что р>а ьъ обфимъ ча 
стямъ неравенства 6--с>>а приложимъ по а, получимь 
2р>>2а или ра; стороны а, $, с по условю>180° 

Предыдупия формулы служатъ для опредфленья угтовъ. 
по тремъ сторонамъ треугольника 


Выводъ формуль выражающихь стороны въ фуннщи угловъ 


Дая этой цфлн нужно взять уравнеше, выражающее ‹о 
отношене между тремя углами и одною изъ сторонъ 


с054-е05Всоз;С 

сов ==— озВеоз(--5т Взп Ссоба соза-=— и &- (п 

Чтобы этому выражению даль логаривмичесни видь мы 
могли бы поступить такъ, какъ поступили съ подобною же 
формулою, предложенною нами выпге; но мы сдфлаемъ пре 
образоване этого выраженя съ помощью пюлярнаго тре- 
угольника Если вообразимъ треугольникъ полярный отно- 
сительно даннаго, то, взявши даннымъ угламь 4, В, С до 
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полнетя до 180° получимъ а, 6,, в, поэтимъ сторонамъ мы 
могли бы вычнелить углы полярнахо хреугольника «|, В» Су 
дополнен1е ихъ ло 180° даеть искомыя стороны ршаемаго 
треугольника: а, 8, с. Не длая вычислешя, найдежъ прямо 
формулы для сторонъ а, Ъ, е но извЪетнымъ угламъ А В С. 
Для полярнаго треугольника будемъ имЁть: 

в (84) 5 ©) 
тд ара, НВ, 
у = ра 
180— 1180—2180 © _ 540—( Е-В-ЕО) 

: 2 2 


Обозначая сумму трехъ угловъ даннаго еферическато тре- 
_540—2Р 
—_— 


угочьника чрезъ 2Р= } |-В--С потучимъ р,== 


в-=2710—Р; ра, = 210°—Р--180'-— 1=90°-(Р—«\); точно 
также найдем’ 
рю" —(Р— В); ве 90 (РО) 


а 1 =180°а в = вставивь эти величины въ 


4 
выражете дя #97), получимь 


воз Р--В)увоР— 0) 
и- совРокРЯ; ЧИ 


от. 


а вазе) 
и =У — РНР) 


Подобнымъ же образомъ найдемъ 


й > ти со {Рг-И)ео5 (РС) 


—_ ве Рав 0 ^ 


Сфериззенея тритовочотри 
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Надо замВтить, что во воъхъ этихъ выраженьяхъ цередь 
хорнемъ надо было бы принимать два зиака --, но прини 
маемъ одинъ -- на томъ основаши, что первая часть ураз 
неня всегла положительная, ибо каждая сторона сфериче 


скаго треугольника менфе 180’ и сл®довательно 5 <”, 


5 с 
< 90° и 2 <90° а для равенства пеобходимо чтобы я вто 
рая ласть уравнешя была гоже положительная. , 


Въ выражешяхь для тангенсовъ подъ корнемъ есть знакъ 
— но онъ уничтожается, ибо косинусъ полусуммы угловъ 
Р есть величина, отрицательная, такъ кокъ 


а Ра. 


540°>4--В-4-С>180° или 270°> — + > 90° ити 


270% > Р>> 90°, а для такого аргумента со5 отрицателенъ 
Относительно разности между полусуммою и однимъ изъ 
угловъ, можно сказать, что опа положительна, ибо извЪстно 
чт0 В-6—4_>> 180° или А-- В 0— 24 > 180° или 
2Р—2А _ 130% РЬ_4_> 90° Такимъ образомъ мнимости 
не будеть 

Предыдущая формулы служалъ для опредфлен!я сгоронъ 
по тремъ угламъ сферическаго треугольника. Но чаще упо 
требляются формулы, выражаюция стороны въ функщи 
угловъ и экецесса 


Выводь формуль для опредфлешя сторонъ со сферическимь 
эксцессомъ 


Обозначимъь злементы полярнаго треутольник+ чрезъ 


чб с 4, В, С; имфемы 


А, =у ее ие) А зи ву) 


Ибис > бт 


а 


— 51 — 
Оть полярнаго треугольниьа переидемь къ данному и 
при этомъ введемь экоцессь Е именно; 


а, -|-5-! 180°—4-{-180°—В--180°—С 
в = 5 - 


860'—( ЕВС 180') 
5 


180°— - 


аа, =180% Е 180°|- 4==А. 


ия В.В 
К =: о С 


иг — 
ит у. = Ат 


„- 


Е (Е 
2_ и вт (А) 
"=, аАтВ 


4& 


(3) _ 
зы (В 9уаи (© Е) 


Подобнымъ же образомъ наидемь что 


а 
откуда р 


Подъ корнемъ вс числа полольительныя 


Въ самомъ дВлЬ сумма угловъ сферическаго треутоль- 
вика заключается между 540 и 180% сл5довательне 
540°> А-В--С> 180° или 360*_> 4- В-С — 180°7>0 или 


360*> Е >0 и накопець 180°> й >0 а потому эп 


ыы 


всегда положителенъ Также разность между углочь и - 
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Е 
вседа положительна напримёръ А—5>0 на томь осно- 


занш, что &,--с`7>а, или, переходя отъ полярнаго треуголь- 
ника къ данному, получимъ 180°—5-|-180°—С`>180°— А или 
В--С—4<180°, прибавивь къ обфимъ частямъ по 24, бу 
демъ имфть ВТ С--4<180-|-2 1 или В-НС-:-—180<2А или 


Е Е 
Е<2Аи = < 4, а потому 4— > >0 количество положи 
тельное и меньшее 180° Точно также и остальныя разности 


Е Е 
В—з>0и (5-20 


— 58 — 


Уравневя Гаусса или Деламбра 


Уравнеше Тауеса представляють зависимость между 
шестью элементами сферическаго треугольника и рышаютЪ 
олфдующе два вопрося: 1) по сторонЪ и двумъ прилежа 
зщимъ къ ней угламь найти остальныя лв стероны и уголь 
2) по двумъ еторонамь и углу между ними содержащемуся 
«отыскать третью сторону и прилежанце къ ней два, угла. 

Для вывода этихъь уравненй напишемъ двё формулы 
плоеной тригонометр!и; именно, синуса полусуммы и полу- 
разности двухъ дугъ, а также косинуса отъ той же полу- 
«уммы и полуразности Потомъ вообразимъ что разсматри- 
ваемые аргументы суть углы даннаго сферическаго треу 
тольника. ЗатФыъ подотавимь въ упомянутыя дв формулы 
вмвето синусовъ и косинусовъ половинныхь угловъ равныя 
имъ величины, выражаемыя фувющями сторонъ сфериче 
скаго треугольника. 


Будемъ имёть. 


1 1 1 1 1 
@) то (ЕЬ) =ть Аль 5 В-рея АзтхВ 


1 1 1 _- 1 1 
О ем (Е В)-ние > Ав > Вт 5 и В 


Ранфе было выведено 
т + =УИ п-т, 1 / прлирЬ—а) 


зябвте 5пбуте 


у тра) ф- 


зтазис 


91(ф—@) ур) 
ь С у" зтазив 


— трзтр-в 
зпазь. - 
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Вносимъ эти выражешя въ формулу 1 получимъ 


т и ар = Е НЕ 


те 5пазть 


+ у’ ОР пад 
зпазть 


эт зна) | 
5те ] 


(кв 1 < 


Разсмотримъ это равенство съ верхнимъ знакомь а по 
томъ съ нижнимъ, получимъ, замфняя сумму и разность си 
нусовъ произведенями 


1 
69: С 
1 2 св 
| 2. 
я 5 (А-В) ие 28° 
1 {3) 
! а 
ть мВ = —— 25, 
2 те 2 1 
т 02 


Делфе вносимъ предыдущия выраженя для синусовъ и ко- 
синусовъ половинныхь угловъ въ (2) и получимъ: 


1 __ зтра / яр-®яе-й — 
69 { зы” Пвашь Г 


+ 5т(р— и т (— ар 
5тс зяазнь 


1 Що 1 зн 
55 18) =. с Ре 


Разсмотримъ сначала это равенство еъ верхними а по- 
хомъ съ нижними знаками, получимъ: 


(о 
| 


[0 


С а а + В. 
215-608 ^— 608 ст ——- (У) 


Мы полутили искомыя уравненя Гаусса, ноказывающия 
соотношешя между шестью элементами сферическаго тре 
угольника, & именно а, 6 4, В, Си с.Наружнымъь образомъ 
уравнешя отличаютея тБыъ, что въ каждое входить или три 
сивуса или три косинуеа 

При условш, что во элементы сферическаго треуголь- 
ника 180°, изъ уравнешй Гаусса можно вывести нзкоторыя 


свойства сферическаго треугольника. 
с 6 
Разоматривая второе уразнене видичъ что зи И 00; =. 
всегда ноложительны, слдовательно чтобы равенство су- 
шествовало надо чтобы косннуеъ полусуммы сторонь и 


ъкосинуеъ полусуммы угловъ имфли бы одинаковые знаки, 


90° тои а = 90’ или если 
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аль, тои 4-5 5150, это есть, такъ называемое 


правило однородности 

Геометрическое доказательство пра- 

к вилл обнороднити.: Построимъ фюзо 

р | (черт. 23) такъ, чтобы одна изь сто- 

ронъ, напримръ, а, содержалась вну 

три фюзо. Разсмотримъ отдЪльно веЪ 
три задавая, если дано; 


1) < 1805, то а<180°—Ь или 
а А, 6, 


а потому въ дополнительномъ до фюзо 
треугольник 2, ВС: 


А.М или А<180—В п АВ 180% 
Если 2) а--=180°; то а=180°'—В или 


Черт. 23. 


д=А,С откуда 


АМ или А=180°—^ или 4-|-Р—180° 


Наконецъ зу 1во° тогда а>180—6 или “>4,С, изъ 
ААВ АМ или 4 >>180°—В или А-В 180% 


Аналопи Непера 


Изъ уравненши Гаусса выводятся формулы, называемыя 
аналогями или пропоршями Непера. ОнЪ, между прочимъ, 
хлужать для рышешя сферическихь треугольниковъ, когда. 
даны дв стороны. и уголь между ними или когда даны 
два. угла и прилежацая къ нимъ сторона 

Раздфлимъ нервное изъ уравненй Гаусса на второе, третье 
на четвертое, далфе четвертое на второе и третье на пер- 
вое, получимь четыре уравиёшя: 


Эчи уравнения известны подь именемъ аналомй Непера, 
хаждое изъ нихъ представляеть соотношене между пятью 
злементами сферическаго треугольника, тогда какъ въ урав 
нешяхь Гаусса или Деламбра ихъ входить всф шесть. 

Раздфливь первую формулу“ на вторую, получимъ 


Это есть повЪрочная формула Гаусса, она служить для 
того, чтобы, вычисляя по Неперовымь аналоНямъ; мы могли 
повфрить свое вычислеще. 

Замичаще. Въ повЪрочной формул Гаусса, разлагая 
тангенеы половинъ угловъ, получимъ: 


тб _ вбртв 
зпа-—-влф тТА-тВ 
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Это равенство представляеть елфдствие преобразоватя 
пропорщи; 
зна _ тА 
тб утв 


т.е изъ формулы. синусы сторонъ пропоршональны еину- 
вамъ противолежащихь угловъ, мы находимъ повфрочную 
формулу Гауееа” 

1 1 
я 5 (5) 9 ев 


1 > 1 
тель та 


Формулы, относящяся къ вычисленю площади сферическаго тре 
угольника 


Мы доказали, что площадь всякаго сферическаго тре- 
угольника АВС, будучи частью сферы радуса Е, выража- 
ется въ квадратныхъ единицахъ по угламь 4 В С язмЪ 
реннымъ въ градусахъ формулою: 


ДАВО—я в тдВ ЕВС 180" 


180 
Числовое опредёлене площади сферическаго треуголь 
ниьё веецфло зависить оть вычисленя экецесев Е 
Отыщемъ для сферическаго треугольника экоцессъ Е 
сначала въ зависимости отъ двухъ сторонъ и угла между 
ними заключающагося, а потомъ въ зависимости оть трехъ 
сторонъ треугольника. 
1) Даны Ви С 
Мы знаемъ, что 


в 
ЯЗ 


— 59 — 


2 м (1-6) 


Перемноживъ по частямъ эти равенства получимъ 


"> 
2 


п 
и —Е Е 
тб вто 


[2 ь 
1 99—95 50 


= & 619- = 
= Е тула ео Ета 
тс ус 
Молно замфтить что, вогда уголь С остается постоян- 
нымъ, & стороны @ и 6 измняются такъ, что произведеше 


а ь 
4-0 > постоянно то Е аелфдовательно и площадь тре 


угольника, отъ этого не измвняетея 

Если хотять формул, опредфляющей Е, прилать видъ 
удобный для логарифмическаго вычиеленя, то вводятъ вспо 
могательный уголь $, положивъ 


ау-тча- — "Оф тогда 


51 (С-- 9) 
зпрт 0 


Е 
от 


2) Даны три стороны а, 6 с сферичесьаго треугольника, 
вычислить эксцессъ Е. 

Возьмемъ ГУ и Ц формулы Леламбра въ которыя вхо- 
дДятЪ сп и 665 потусуммы дцвухъ угловъ именно“ 


а е дав. 
2 


о Роь © —=-805- 
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-Съ помощью экоцесса № исключимъ изъ этихъ уравие- 
жи полусумму угловь зная что А-В С=180°--Е и 
СЕ 

2 


АВЕС пли м | В)-=90° 


будемъ имЪть р - СЕ 


с ав е СЕ 
с = т р ы 


Перенося функщи угловъ въ лфвую, а функщи оторонъ 
въ правую часть, получимь тавя дв пропорщи: 


Замфнимхь суммы и разности синусовъ и косинусовъ 
ироизведеями и ваидемъ почагая что а--6--е-=9р 


ить 


— ВЕ 


Сс Е\, Е 
в 5 —ит= ити 5 


Перемножая эти равенства ло частямъ и извлекая квад- 
ралный корень, получимъ формулу Люилье: 


Е а, РВ, ре 
и Изо ры 


Е 
Знавкъ передъ корвечъ взять плюеъ потому что а < 90° 


Въ самомъ ДЪТВ 540’ ,А- В" С>360° или 
360°> 4-Е В--С—180°>180° илв 


1800 
вов 1во* 180". 


Замвчане. При вычислещи площади треугольника о ето 
ронВ и двумъ къ ней прилежащимь угламь опредфлеше 
эксцесса, съ помощью полярнато треугольника приводится 
къ первому случаю 


РЬшене прямоугольныхь сферичеснихь треугольниковъ 


Для рыпеня прямоугольныхь сферическихь треуголь 
никовъ нужно кромЪ прямого угла знать еще каве-нибудь 
два элемента; а потому ршеше прямоугольныхь сфериче- 
скихъ треутольниковъ сводится къ слёдующимъ шести слу- 
чаямъ: 1) дацпы два катета, 2) гипотенуза п катетъ, 3) катетъ 
и противолежаций уголь, 4) катеть и прилежаций уготь 
2) гипотенуза и прилежаний уголь и 6) два угла. 

Для того, чтобы найти‘для каждаго случая соотвтству 
ющую формулу, изъ которой опредфляется искомый эле 
ментъ, поступають такъ: на чертежф отмЪчаютъ двф дан 
ныя части и третью искомую Поточь смотрять, лежать лин; 
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°=% рядомъ, или ить и тогда сообразно съ этимъ надо 
пользоваться правиломъ Непера 

1 случай. Даны два катета ® и с вычислить гипотен) зу 
д и два угла Ви С 


По правилу Непера имфемъ 
гова-=81(90-—$)9{90—6) 
208(90—с)—019(90-— 5) 698 
608(90—6)=619(90—есуВ 


Отеюда неизвфстные элементы опредфтяются формулами 
(1) с05а = возфвозе 


#45 #96. 
ис, 9 ©= 51% 


(4) в5= 


Искомыя величины опредёляются но косинусу и тангенсу, 
‚а потому задача всегда возможна и имфеть одно рёФшен!е. 
2 случай. Даны катеть 6 и гипотенуза а; вычислить дру- 


гой катетъь с и углы Ви С. 


По правилу Непера имфемъ 
сован(90°—6)51(90*—6) 
605(30°’— В) == Буна 


воз беда. (99—6) 


Отсюда неизвЪстные этементы опредЪляютея формулами 


соха 
о) ое 
ан 
@) "в = зна 


д 
19а 


8) (= 


Для етороны с изъ формулы (1} получится одно р»ше 
ше. Для угла В изъ формулы (2) получатея дв велизины 
одна < 90°, а другая ›>90%, изъ двухъ рёшенш выберемъ 
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такое, чтобы В и $ находились въ однои четверти Для угла 
< изъ формулы (3} получится одно рышенве. 

Изследованае. Если треугольникъ возможенъ то суще 
«твуеть одно рёшеше, а для того, чтобы треугольникъ быль 
возможен, надо чтобы значения созе, зп В и еозС, получаемыя 
изъ формулъ (1), (2) и (3) были <\1, для этого необходи» 
мое и достаточное услов1е, чтобы гипотенуза < 
заключалась между Фи 180*°—$5. Для возможности тре- 
угольника з»В долженть быть меньше 1, т.е. дожно вуще- 
ствовать неравенство: з16 < зни а также зи (1807) < зна, 
причемъ объ части неравенотва—числа лоложительныя, такъ 
какъ стороны треугольника ! и е меньше 180°. Чтобы удо- 
влетворить этимъ неравенствамъ, надо положить, что если 
$<90*, то 6<а п 180—6>а или соединивъ эти неравенства, 
въ одно получимъ: 


а 1380 —6 


Если 5>80° т› Бла и 180—6-а, а готому: 
ла 180"_Б 


Ером% тото, замВтимъ, что при усло 5-_а<180—Ви 
5.>9>180° $ получимъ е05`>>005а и < а, саВдовательно 
пля позе и возО-= а. получимь велаячины меньшИя 

055 + 
единицы, Итакъ для существованя треугольника, необходи 
мо и достаточно, чтобы гипотенуза заключалась между дан 
нымъ катетомъ и дополнешемъ къ нему до 180°. 

Часто предпочитаютъ производить вычислеше не такъ 
жакъ мы показали, а опредфляя неизвфетные элементы по 
ихъ тангенсамъ. 

Изъ плоско! 


тритонометрик знаемъ что 
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- 6058 
При этомъ имфемъ, 910 0056—= со" Подставляя эту вели 


ЧИНУ 6086 подъ корень получимъ 


©. / 6055 ва. ар аъ 
"> И уз р 


с 
Величин > очевидно, будеть всегда ‘тю тожительнои 


такъ какъ с 180‘. 
Для опредвлевя угла В беремь формулу 


Изиьняя въ этомъ равенетв® В съ 90° -В и замфчая что 
ваз (90° В)=—вВ, найдемъ" 


. В / В 
им) ры 


30% 
Еети подотавимь вчфото зн его ве шчину -„_ то ло- 


зучимь: 
В паб 

о 
р — 


Таьъ какъ В долженъ быть одинаковато свойства съ Ь 


В 
то мы можемъ всегда узнать, что 45*-|- 5 будеть больше 90° 


или меныше 90° т е узнать ъавой знакъ принять предь 
радикаломъ 


Накопецъ 


б/б 
9 а-| аес- 
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при усломи что еС == ра 


имЪемъ ни и— 1. 
па-- 95 
Замфнивши {91 Зеро ая 9 зерезъякт- ра получимъ 
а 
9 у 


3 случай. Данъ катеть 6 и противотежащии уготь вы 
числить стороны а, е и уголъ С 


Цо правилу Непера имемъ: 


60$ (90*—6)}=зи Взпа. 
608 (90°— 3 Ве (90'—5) 
воз =-1(90°—%) С, 


Отсюда неизввстпые элементы опредфляются форму лами 


$1 
< 
2ъ 
(2} те — 8 
вез В 
аб 


ая возможности треугольника надо; 1) чтобы зна, зне и 
зп С были положительны и 2) чтобы они были менфе еди- 
ницы. Первое услозе будеть соблюдено, когда данные 5 и 
В будуть или оба мевьше 90°, или оба болЪе 90°. Чтобы 
второе услов1е было соблюдено необходимо и 
достаточно чтобы В заключался между фи %° 
Дъйетвительно, для того, чтобы зпа<! надо, чтобы вир<5т В’ 
или, такъ такъь В и В въ одной четверти, то пра $ <. 90° 
должно быть 5 В<90‘ и при 6>90° должно быть 90° В< в 

Положимь, что это услове выполнено. Такъ какъ неиз- 


Сферическая тритовонотьш ъ 
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въетные опредфляются по синусамгъ то для нихь получатся 
по дв№ величины. Спрашивается, сколько существуеть тре- 
угольниковъ, отёёчающихъ данному вопросу. Пусть д си 
С значейя а с, С, полученвыя по таблицамъ, а потому мень 
иня 90° Далфе пуеть 4"=180°— а’, "1680-е и С"=180°— 0 
значеня дополняющия первыя до 180°, больпия 90° и удо 
влетворяющи уравненемъ (1), {2) и (3) Возьмемъ для с ве 
личину с меньшую 90°; такъ какъ с и С должны быть въ 
одной четверти, то мы должны принять для С значене С' также 
меньше 90°; наконець, такъ какъ въ прямоугольномъ сфе- 
рическомъ треугольник® число сторонъ большихъ 90% чет- 
ное, & меньшихь 90° нечетное, то мы должны принять для а 
то изъ двухъ значенй а’и а", которое находится въ той же 
четверти какъ и 5; таково первое ушене. 

Возьмемт, для с значен с" больцее 90°; тогда мы дол 
жны принять для С значене С’ большее 90°, и для а то 
изъ двухь значешй а’ и а", которое было бы съ В въ раз 
ныхъ четвертяхъ, 

Итакъ, если уголь В заключается между даннымъ кале 
томъ фи 90°, то сущеествусть два треугольника отвёчаю 
уе данному вопросу. 

Составимъ таблицу показывающ) ю во ршетя 


фены’, СО, аа 
5<_В< %0* 7 ы , 
< | 2—=180°—5, С—180°—С а 


<) 


9<в<ъ 
№ | е—180 —0; 0=180-С* аа 


Если $==В тд зпалвиежятСЕ-1 а=е=0=-90°. 


Замечание 1. Легко пояснить геометрически, что если за 
дача возможна, то получится два рыненя. Положимъ, дЪи 
ствительно, что треугольникъ прямоугольный въ 4 отвчаеть, 
вопросу. Если продолжимъ (черт. 24) стороны АВ и ВС до 
ихь новой встрёчи въ точкф В’, тогда треугольникь АВ'’С 
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также отвфчаеть вопросу, потому что въ немъ сторона 
—4С=Ъ, а уголь В какъ уголь фюзо ВЧВ СВ равенъ В 


Стороны В’В и ВС слу- 
жатъ дополнешями сто- 
ронъ АВи ВС до 180%, 
а уголь ВС допопне- 
вемъ углу ВСА до 180° 

Залиючане 9-е. Форму 
лы (1) (2), (8) опред 
ляють неизвфетныя ко 
пичества ‘ихъ синусами 


Черт 54 


можно ихъ вычислить и по тангенеамъ. 


о) г, (= НИ 
- и = = 
ивр 
ву ана 
Феб) 
И чи _ 
ти 
=>] — В 
ВИ. 
ну еы- 
о: (=== 6) и Е 


5* 


й У со со5В 

= 6086 — 08 В 
Предъ`каждымъ изъ корнеи надо взять знакъ--, если 
элементь соотв тствуюнйй а или с, или С менфе 90° и 
знакь — если олементь болфе 30% таблица (4) укажетъ, ка- 
кой надо брать знакъ, судя по даннымт, передъ каждымь 


изъ корнеи. 
& случай. Данъ катетъ 7 и прилежашии уголь С’ выше 


лять стороны а, с и уголъ В. 
По правиту Непера имфемъ 
вов С с#у (90° — 5) еда 
608 (90° — $} ==049 (90*— в) 90 
со5В = в (90°— $) ги0. 


Отеюда иеизвзстные элементы опредзляются формулами 


__ 4% 
О с 


{2) цеьу Сб 
(8) 098 = собьнС. 


Изслюбоване. Величина созВ заключается между—1 и 
имЪфеть тоть же знакъ, какъ и 605; уголь В опредёляется 
по косинусу и получаеть только одно зиаченте, значене тои 
же четверти какь и Ь Элементы а и г опредфляются по 
тангенвамъ и получають для каждато элемента одно значе 
не. Треугольникъ возможенъ и имфеть одно значене. 

Замючане Если уголъ В не особенно хорошо опреджля 
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ется по косинусу, то вычисляемъ сперва сторону с а потомъ 
‘уже уголь В по формул: 
195 
ЭВ =. 
ы #ис 
5 случай. Дана гяпотенуа а и прилежании уголь В! вы 
числить катеты В, сни уголь: С. 


По правилу Непера имфемъ: 


608(90° — 5) == паза В 
сз В = 619(90° веда 
03а = е9СезВ 


Отоюда ненавЁстные этементы опредъляются формулами: 


(1) эпб=зпази В 
(@) ще уаз В 
(3) «об-е В 


Изельдоване. Формулы (2) и (3)`даютъ дляси 0 по од 
‘ному значению; эти два элемента: вбегда должны нахочитьея 
въ одной четверти. Формула (1) опредфляеть 7 по’ винусу; 
величина $16 веегда менфе 1, величину для 5 изъ двухь 
значешй выбираютъ такую, чтобы она была одинаковаго 
«свойства съ угломъ В, т. е. если В<90°, то 590%; если же 
В > 0%, то для Ь надо взять > 90°. Такимъ образомъ, мы 
зидимтъ, что треугольникъ Всегда возможенъ и иметь одно 
рёшене, ” 


Замечане. Сторона $ опредфляетея по синуеу; можно ее 
опредёлить и по тангенсу, для чего сначала вычисляемъ 
-уголь С, а потомъ уже 2 пе формул {И=9асозС. 


6 случай; "Даны два угла В и С; вычислить тТиНоенузу в 
и катеты Ф ис 
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По правилу Непера имфемъ 


сова == воВеюс 
с0$В=вн(90°—В)5в С 
208 О=8я( 90° в)зп. В 


Отеюда неизввстные элементы опредфляются формулами 
1) сова = све 


088 
(2) е= зиб 

8 С 
(8) сое = зи 


Каждыи изъ искомыхь элементовь опредфляется по ьо- 
синусу, а потому будеть имЁть одно значене; кром$ того, 
для возможности задачи вторыя части должны заключаться 
въ предфлахъ оть —1 до --1. Чтобы вывести условя воз- 
можности треугольника, разсмотримъ для искомаго треуголь- 
ника полярный, стороны котораго будуть: 90%, 180*—В, 
180*—С. Для того, чтобы изъ этихъ сторонъ быль возмо- 
женъ треугольникъ, необходимо и достаточно, чтобы каждая. 
изъ сторонъ была бы меньше суммы двухъ другихъ и чтобы. 
сумма вофхъ сторонъ была меньше 360°. На основания этого“ 
имфемъ’ 


1) 9080 В-РО) или В--0<210° 

2) 180'—В<270°—С или — 90° В—Сб 

3) 180°—0<270°—В или —90°<С—В или 90°>В—С 

4) 450°(В--О<<860 или 90° ВЕС. 

Соединяя первое услове съ четвертымъ получимъ 
90° в--С<ато* 


Наконець соединяя второе условте еъ третьимъ, получимъ 
—90°<В—С< 90" 
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Паъиму образомъ для возможности треугольника необхо 
димо: Е) чтобы сумма данныхъ заключалась между 90°’ и 
270° и 2) чтобы разность данныхь угловъ заключалась меж 
ду — 90° и 90°. 

Обыкновенно искомые элементы опрелвляются по танген 
самъ. Изъ плоской тригонометрии 


р 1—сва 
> 2-И тва 
Подставляя въ эту формулу вместо ежа равную ему ве 


с08Ве05С 
личину /Вес Илии” очевидно получимъ 


ий оз В--С) 
9— в ВС) 

Такимъ же образомъ замняя въ формулВ 
1-—в05% 
реж 


056 равной ему величиной, полученной изъ уравненя 
сз В сё В 


в 56—= = 


81С ^ в05(90—С) 
-вов(90*—6)- 
60$(90°—С 
откуда вытекаеть 


‚уе 


Аналогичнымь путемъ найдемь что 


У, (ыы) 


будемъ имВтТЬ 
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Мнимости не. будеть, потому что на основави усломя 
возможности треугольника: 


90° ь--6< 210% 
— 90° В—6<90° 
количества, стояния подъ корнемъ будуть положительны и 


для искомыхь элементовъ получатся единственныя и вполнЪ 
хпредфленныя величины; слёдовалельно, условя 


30%<В-|-С< 70° и —90°В—С<90' 


ве только необходимыя но и достаточныя 


Рьшенше косоугольныхь треугольниковъ 


Сферическаи треугольникъ опредфляется внолнф тремя 
зтементами изъ шести его соетавляющихь; слёдовательно, 
чтобы найти веф случаи, которые могуть представиться при 
рышен!и даннаго сферическаго треугольника, нужно соета- 
вить вс№ возможныя сочетаня изъ шестя элементовъ треу- 
гольника 2,.6;-е, А, В, О по три, чиело. которыхъ булеть: 


Воть онф: а, «А аЪВ 260, ае Л аеВ, ве; аАВ; АС, 
аВС, 5еД, В, С, БАВ, БАС, ЪВС, ве АВ, с АС, сВС, АВС 

Изъ этихь 20 случаевъ нЪкоторые имВоть одинъ и тоть 
же геометричесый смыслъ. Отбрасывая повторевя, мы най- 
демъ всего только шесть геометрическихъ различныхь елу 
чаевъ 1, абс; Н, АВС; Ш, 260; ТУ, ЛВе; У, аБЛ; УТ, АВа. 


Первый случай. Решить сферичесый треутольникъ по 
тремъ даннымъ сторонамъ. Дано а, В и е; требуется найти 
неизвестные элементы 4, Ви С. 

Для опредфлени ‘угловъ мы можемъ воспользоваться фор 
мутами, опредфляющими ‘углы какъ. функц сторонъ: 


А Бун (2—°). 

"о т. те ; 
ы И япр—а— зп азтр—) 
=] в й у еаев зпрзи(р-9) ° 


Эти формулы показываютъ, что треугольникъ возможень 
и будетъ единственныйь, если данные элементы удовлетво- 
ряють слдующимь тремъ условямъ: №) чтобы Каждая изъ 
<торонъ была Менфе 180°, 2} чтобы сумма воёхъ трехъ сто- 
ронъ была менфе 360° и въ 3) чтобы наибольшая изъ ото- 
ройь была бы ‘мене суммы двухь другихь еторонъ. 

Если эти условя выполвены, то получится одно рёшене 
если же не выполнены, то ни одного и вопросъ невозможенъ. 
Для удобетва вычислешя мы предыдуция формулы треобра 
зуемъ такъ: обозначимъ черезЪ ` 


„ред бнще-9 
"— зпр 
Е В я с те 


А . И ре. _ 
тотла 7 ира 98 фр 99 ифд 


{по-которымъ и будемъ вычислять искомые элементы. 
Что же касается до повзрки вычисленйя, то вамъ послу 

жить, возпервыхь, формула, которую не трудно получить 

позленнымь перемноженемъ предыдущихь формуль; 


я, во-вторыхъ, непосредственное вычисление сферического 
эксцееса пю формулЪ Люилье“ 


Заничаще. Когда требуется по тремъ еторонамъ а В ие 
вычислить не всЪ углы; но одинь уготь мапримёрь А то 
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можно также, иногда даже удобно, вычислять углы и ло не 
лотариемической формул: 


воза — 6032056 


608.4 = = 
зтфянс 


Второй случай. РЪшить сферичесый треугольникь по 
тремъ даннымъ угламъ Дано 4, В и С' требуется найти не 
извфетные элементы в, $ и с. 

Этотъ случай можеть быть приведенъ къ предыдущему 
изъ разсмотрьвя полярнаго треугольника къ искомому; въ 
полярномъ треугольник® будуть извфстны стороны: а, = 
==180°4 6 ==180°В и г, —180°—0С; по предыдущему, вы 
числивъ углы полярнаго треугольника 4,, В, и С, легко 
уже найти стороны искомаго треугольника по формуламъ 
@а—180°—4,, 6=180—В, и е—=180°—С,. Мы покажемъ, какъ 
непосредственно опредфляются искомые элементы. Для этого 
зоспользуемея двумя системами формуль, опредфляющими 
стороны какъ функши угловъ, 


а — возРо Ра). 
9 ИУ > Во о = 


эт (4—1 Е) 


пе) 


= 2 '"(5-Е 5 


у -Реоя Низ 
в0з(Р— А)со (РС) 5. 2) (с 5) 


и 5. У оО (с 3 -Р). 
2 го Р-А)е РО} =( -8)=(в-?) 
2. 2, 


Изъ этихъ формулъ цолучатея дфйствительныя и вполн%® 


опредфленныя значеня для , ъ, 
Ъ с если данные элементы удовлетворяють спёдующемъ 


с 
5» 8 ствло быть и для а 
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усломямъ: 1) чтобы каждый изъ угловъ быль иенфе 180” 
2) чтобы сумма воёхъ трехъь угловь была боле 180%, но 
менфе 540°, 3) чтобы сферичесвй экецессь былъ болфе 0 
но менфе 860° и въ 4} чтобы сумма двухь угловъ безь 
третьяго быль менфе 180° или размость между каждымъ 
угломъ и половиною сферическато эксцесса была болЪе о 
Если эти услошя выполнены, то треугольникъ возможен 
и будеть единетвеннымь, еели же не выполнены, то тре 
угольникъ иевозможенъ. Для удобства вычислешя предыду 
ния формулы преобразуемъ такъ: обозначимь чрезъ 


09(Р—Ако РВ) е8(Р—б) 
—воР 


при чемъ —с05Р веетда боле нуля, и чрезъ 


ао 8) 


в тогда 
— 
а Ы а » 
[1 
БРА) “а 1 =) 
зщ а— З 
РИ х ри В 
о — 
3 — РЕЯ) (в) 


в с 
#9 «> 
2 со РЬ-С) 2 э4{с— ") 


то же ьасается повфрки вычисленщ, то первой систем 
формуть послужить воотношене 


3 во второи 


о бт бет. 
9 — 


Жоторыя нетрудно получить изъ предыпущихь почленнымь 
зеремножешемъ. 

Конечно; для зычибленя угловъ надо’взять одну какую 
нибудь еистему формулъ или съ полусуммою угловъ`Р или 
26 со офоричеекимъ эксцессомь` Е. 


Замьчане, Когда требуется по тремъ угламь А Вис 
вычислить не ‘вов стороны, но одну напримфръ $, тогда 
опредвлен!е стороны можно также едБлать и по нелогарив- 

созБ -|-с08.40080 


мичесьой формуть и ТЯ 


заеть }добна, углы А и С остаются постоянными въ ивломъ 
рядЪ вычисленй. 


; эта 'фбрмула бы 


Трепёй случай. Рёлиить сферичесыи треугольнакъ по 
двумъ даннымъ сторонамъ и углу между ними Дано а 6 
и С требуется найти неизвфостные элементы углы: 4, Ви 
сторону . 

Для опредълешя угповь А и В изъ аналоги Непера 


р а—$ 
с "> 
"2 
найдемъ полусумму угловъ е В == и лолуразноеть у! 


. В 
ловЪ = М, складывая и вычитая предыдуцая равен 


2 
ства почленно получимъ искомые углы 


АМ и ВМ. 
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Для опредвленя стороны с возьмемъ дв® дру я аналоги: 


А-В „В 
ое асе "а 


Изъ нихъ найдемъ 


я "р со ЕВ 


е 
ара 


Изъ вофхь этихъ формулъ получатея дфйствительныя и 
вполнф опредфленныя значешя для искомыхъ элементовъ 
предполатая только что данныя и искомыя величины зак- 
лючаются между 0 и 180. Задача всегда возможна и допу- 
скаеть только одно рэшене. Для лов®рки вычислешй, при 
опредёлешя пслусуммы и полуразности угловь послужить 


намъ повфрительная формула Гаусса 


310 же касается повфрьи вычислешй при опрелфлени сто- 

роны с, то должны вычислить сторону по двумъ формуламъ 
О 

для / э п ебли чы получимъ логариомы пекомыхъ вели 

чинъ однЪ и ть же или разницу въ послфднемъ десятичномъ, 

знак», то это намъ покажеть, что зычислешя при отыска- 

я стороны с произведены вЪрно. 


етвертым случай. Решить сферический треутольникъ по- 
двумъ угламъ и сторонЪ, къ нимъ прилежащей. Дано 4, В, с 
требуется найти неизвзетные элементы" двФ стороны а фи 
уголъ- С. 


Этоть случай можеть быть приведенъ къ предыдущему 
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изъ раземотрЬыйя полярнаго треугольника для искомаго; въ 
молярномъ треугольник» будуть извЗетны дв стороны 
2. —=180‘—А и &—180°— В и уголъ, заключенный между ними 
С, = 180° — с; по предыдущему, вычвеливъ углы 4, и В, и 
сторону <, легко уже найти и искомыя двЪ отороны а—=130— 
— А: и $—=180°—В, и уголь С-=180°—е,. Мы покажемъ какъ 
непосредственно опредфляются искомые элементы Такъ 
для опредвлешя еторовы а и Б изъ аналог Непера 


„А-В эВ 
ие В -® ие 5 
а АРУ р ЧЕ дв 
емеы = В 
Р] р 
в а-}-% а 
чайдемь полуеумму —> ^^ ==8 и полуразность —— == и 


<кладывая и вычитая предыдуция равенства получимъ 
а—т-п и 5=т—п. Для опредфлея угла С возьмемъ дв 
ъдруя аналоги Непера: 


ъ 
А-НВ [# 2 
и аь 


—В 
49 — = 
изъ нихь найдемъ 
АВ а 
С 8—5 
а 5 
208—— 


Треугольникъ всегда возможень и допускаеть только 
одно рышеще, предполагая, что данныя и искомыя величи 
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чины заключаются между 0 и 180° Для провфрки вычисле 
нй при опредфлеши полусуммы и полуразности сторонъ 
служить повфрительная формула Гзуса: 


А-В ь 
ОВ па 


Со а 9 


2 2 


= для повфрьи вычиеленй при опредвлени угла (' должны 


с 
производить ихъ по объичь формутамь для 9 5: 


Пятым случаи. Решить еферичесяи треугольникъ по 
двумь сторонам и углу противолежащему одной изъ нихъ 
Даноа фи 4, требуется найти В, С ие Уголь В опре 
Энен 1 
— тир, ^? 878 Да 
етъ поводъ къ слёдующимь изслфдовашямь, Вели окажет 
ся. что /9зв.В>>0, ТО зиВ>1 и, слЪдовательно, въ этомъ слу- 
ча уголь В не существует и задала невозможна. Если же 
зыйдеть, что (9 В=0, то знВ==Ё и уголь В—90° т, е. тре- 
угольникъ будеть прямоугольный и задача имфеть толььо 
одно рёшене. Если же (51 В<_0, то для угла В найдемъ двЪ 
зеличины, одву по таблицамъ В=В, меныпую 90°, а другую 
получимъ вычитащемь угла В, изъ 180*, т.е. В,=180°— В, 
большую 90°. Уголь В, удовлетворяеть уравненно внВ= 

зязтА 
=- “ид › ПОТОМУ что по этой формуль мы его вычислили 
а уголь В, удовлетворяеть тому же уравнению, потому что 
сивусы двухь пополнительныхь дугъ до 180° равны по ве 
личинЪ и одинаковы по знаку, Т.е. знВ, — зн (180°— В) = 
зп А 
7 па — 


дЪлитея по своему синусу, а именно: за В 


= 518, = кром$ того искомый уголь В, соглаено 


‘теорем геометрш, что во всякомъ сферическомъ 
жреугольникЪ противъ большей стороны ле 
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жить н большти уголъ и обратно долженъ удовле-. 
творять еще и тому, чтобы ‘разности 4— В иа— должны 
имфть одинаковые знаки.Если это услове не выполнено, то’ 
треугольникъ невозможенъ. Если же оно выполнено однимъ 
или двумя значешями для В, получится одинъ или два 
треугольника. Въ самомъ дёлЪ, при кажломъ опредъленномъ 
значени для В, удовлетворяющемъ предыдущему условю, 
мы какъ для угла С, такъ и для стороны е получимъ един- 
ственныя и вполнЪ опредвленныя значеня. Дьйствительно, 
изъ аналоги Непера; 


8—5 


я- 


#/ 


==е9 р 


найдемъ уголь ( 


п 
„, о В 


ити же изъ другой ана зоги Непера 


виз В 
ие —@ с 


найлемъ что 


а: 
608 — 


точно также дчя стороны г изъ аналоги Ненера 


вп в 
а— 8 
и тута - 
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найдем 


наидемь 


Такъ ъакъ разности {— В иа— 6 имВють одинаковые 
> 


> 
знаки и если А — В—180° тури а--6: 


< < 
е с 
и -220 ии 90 и-5-<90° откуда С<180? и с<180* 


80° имБемъ ис 


Такимъ образомт, видимъ, что еели для В возьмемъ одно 
изь двухъ вычисленныхъь значен!й, которыя удовлетворяють 
&тфеп. 


во-нервыхъ, уравнен` зпВ== — та > ВО’ВТорыхь — условно, 


одинаковости знаковъ разностей а—р съ А— В, тогда дая 
угла Си стороны с получатся впоянЪ опредЪленныя значення 

Докажемъ теперь, что услов!е одинаковости знаковъ а—5 
съ 4—В есть уелоще не только необходимое, ис и досталоч. 
ное, такъ какъ изъ этихъ величинь треугольникъ можеть 
быть построенъ. Въ самомъ дьлф, если а, Би А даны то 
вычисливъ уголъ В, а потомъ уголь (' и сторону в, мы мо- 
жемъ разематривать нашЪф треугольникъ какъ имъюшй из 


Сферическая трятонометря 6 
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ввотныя а, Би С; этоть треугольникъ, какъ мы уже знаемь 
всегда возможенъ. Назовемъ остальныя части послёдняго 
треугольника черезъ А, В; и с, и докажемъ, что уголъ /,—= 
данному углу 4, и В, и с: равны вычисленнымь частамъ 
т.е. В,=В и с =е Для доказательства обратимся къ анало 
ги Непера и изъ нея найдемъ что 


эп 28 

с Ав 5 
= 5 м. 
2 


Аналомя написана для возможнаго треугольника, у кото- 
раго заданные элементы приняты а, Би С, з друге элемен- 
ты означены чрезъ 4,, В, и в. Для треугольника, въ кото 
ромъ заданные элементы приняты а, В, А а друте эле 
менты В С и с, возьмемъ такую аналог Непера, изъ ко 
торой получился бы уголъ С 


С А—В 
= 


с 
Изъ этихъ двухъ величинь для одного и того же и 


будемъ имВтТь 
А,— В. 


в. 


Изъ равенства котангенсовь заключаемъ о равенств% уг 
яоБъ, ибо они не могуть отличаться на цфлое число полу 
окружностей, слФдовательно, 4—В-=4,—В,. По формул 
синусы угловъ пропорщюнальны сниусамъ противолежащихь 
сторонъ, находимъ: 


214 5йа 
зпВ 15 


— 83 — 


по той же теорем для возможнаго треугольника, съ дан 
ными д 6, С иискомыми 4, В,, е, низемъ 


зп, _ зп6 
зпВ, вт 


изъ есравненя послёднихь двухъ пропорши выходить 


ВА _ 514, 
зав  зпВ,” 


< производная пропоршя будеть 
упА--зтВ _ зп, 


зпА—эт в нА, 


замвняя сумму и разность синусовъ произведенями, по 
лучимь 


в АВ в АВ, 


но мы доказали что 4—В--А,—В, слВдовательно находичь 


вв АВ. 
2 р 

Изъ равенства тангенеовъ заключаемъ о равенств*® угловъ, 
ибо они не могутъ отличаться на цфлое число полуокруж- 
ностей, а потому А-В =4,-|-В,, но съ другой стороны 
А—В=А,— В,; откуда А=А, и В-=В,, 

Остается доказать, что сторона с, не будеть отличаться 
оть стороны с. Изь аналоги Непера для возможнаго тре- 
угольника съ элементами а В, С найдемъ его сторону с, а 
именно: 
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Сравниная эту величину.с, съ величиной с, которая была 
нами найдена по даннымъ а $ 4 а имени: 


видимъ что вторыя ихь части тождественны а потом) и 


° Е 
лервыя части ихъ также равны’ елфдовательно и 


носи 6-<180° слёдовательно е==е,. 

Такимъ образомъ возможный и единственный треуголь 
зикъ съ данными элементами а $ С`будетъь тождественъ съ. 
Зычиеленнымь по даннымъ а Ъ 4, а это доказываеть, что 
ЖромВ вычисленныхь треугольниковъ другихь’ рышенй за- 
дача имть не можеть, а потому, какъ скоро мы найдемъ 
уголь В разсмотр8не разностей а Би А— В прямо 
покажеть число рёщенй, которыхъ можеть быть два или 
одно, или же ни одного. Осюда заключаемъ. что услоше 
одинаковости знаковъ разностей а_Ъ и 4-В есть не только 
необходимое но И достаточное 


Пстой случай. Решить сферическй треугольникъ и 
даннымъ двумъ угламъ и сторон$, иротиволежащей одному 
изъ нихь. Дано 4, Виа требуется найти стороны Бей 
уголь С 

Этотъ случаи можеть быть приведенъ къ предыдущему 
изъ разсмотрённ ‘полярнаго треугольника къ искохому; в® 
полярномъ треугольникЪ будуть извфестны ДЕБ стороны 
2; =180°—/Л, 5 —180°—В и уголь 4,-=180°—а; по предыду- 
щему вычисливъ для полярнаго треугольника углы В,, Си 
сторону с,, легко уже найти искомые элементы по форму 
ламъ: 5—180°—В, е—180°—С, и С—180°—е,. Вкратив мы 
покажемъ  какъ, непосредственно опредфляются искомые 
элементы стороны В, с и уголъ С. 
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Сторона 6 опредёлитея изъ формулы ив 


790, те 6 возможно и будемь имфть двЪ величины 
&—$, меньшую 90° изъ. таблицъ, & другую величину: для 
$—180*_%, большую 90°;. чтобы узнать какое значее для! 
можеть быть принято, должно. раземотр®ть разности А—Ви 
«-—Ь, которые должны имфть одинаковые знаки, только т® 
величины могутъ быть ваяты, когорыя удовлетворяютъ этому 
‘условю, а потому рвшешй можеть быть два, одно или же 
ни одного. Уголъ С и сторона е вы шеляются по аналомямъ 
Непера, какъ въ пятомъ случаЪ. Совершенно такф же, какъ въ 
предыдущемь случа, можно доказать, что ‘услове одина- 
‘ковоети знаковъ разности 4— Вива —ф есть не только не 
‘обходимое, но и достаточное, т. е. другихъ рёшен, кромЪ 
вычислениыхь на осповаши предыдущихъ соображен!й, су 
нествовать не можетъ. 


„Другой методь. Предположихъ, что памъ даны двф ото 
роны а иф и уголъ, противолежашщй одной изъ нихь ка 
примфръ 4, желають вычислить углы В, С и стороны с 

Для вычисленя В пользуемся формулой 

зтятА 
зла 


вв = 


Сторона с и уголь С опредзляютея изъ стЬдующихъ со 


отношен1й: 
гоза-еазьсозт-|-пЬзтссов 1 


сразил зтС-Рес8 0080. 
Для того, чтобы едвлать величины с и С удобными для 


лотариемированя, вводимъ вспомогательные ‘углы фи 
При этомъ поступаемъ такъ 


вова созВ(созе-|-втеёобов А) положимъ (19—96 А 


08ас03ф 


603008 — $) 
< 


отк; с ®)— 
036 уда сос — 9) 


ТОГД 605 — 
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Изъ этого равенства опредзлится ‹—ф, а слЪдовательно 
я сторона е Для опредълешя угла С поступаемъ такъ” 

орать с056--п С #4), ноложимъ д В 
тогда сёуазпь—соз(сове-|-5п 194) дфля обЪ части на со по- 
лузимь 

свеь == а. откуда сор) дайте 

Это уравнен!е и позволить найти О—ф, & потомъ и. 0. 

Итакъ налиь задача сводится къ рышенио уравней 


зтопА 
(0 зав = и. 
А 
(2) уревосвА и 9-5. 
2 


(3} созбе — фу 0090 и с 6 уда дону 

Чтобы предложенная задача была возможна, необходимо 
чтобы значене зи В было меньшее 1 и чтобы значешя соз{е—9} 
и 6С-9) заключалиеь между—1 и {1 Если неравенство 
этния -— «1 удовлетворено то по форм (1} по таблицамъ 
можно вычислить А—значеше В, заключающесся между би 
90°, а по формуламъ (3) можно вычислить Г и Ё значетя. 
е-—-фи С-—ч, заключающуяея между 0 и 130°. Весьма важно 
замЪтить, что тЪ же уравненая удовлетворнются еще и при 
В=180°—К`>90*, «—9: ти Сс: 1. Чтобы закончить. 
задачу, надо показать кашя значешя В, 0 и еизъ двойныхъь 
зеличинъ для нихъ нужно браль совмЪетно, чтобы получить. 
треугольникъ, отвфчаюнуй данному вопросу 

Для этого введемъ вопомогательный уголь ф въ формулу 
«ёфвпе = юВзв А-|- вовесозА, при чемь 9ф-=1е054, полу- 
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чимъ: п необ Вы повесть развдёливъь 06% части На. 


пФ 
60з3А и подотавивъ вмфето {р его ВеИЧИНУ р получимъ 


5 
Е 


м —в ВА 009е или —— атовояр—совезте, 


окончательно будемъ имфть 


58 ((—9) _ 94 
яр — В 


Точно также вводичь вспомогательный уголь + въ фор 
мулу 


4 
сов В--—с0з 1008 {тат бон, при ченъ зле 


тогда получимъ 


зпАзпбемА_ 
9 
и почетавивъ вместо 94 его пеачину получимъ 


в В=--— со АевС-Ь $ раздфливъ 06% части на съ А 


08 В 


зб созВ _ зпСоовр— созбьтр 
пли °°*В а 
205 


205 ат 


в05(--—- 


ити овончательно будемъ имфть 


5 (С—%} _ 5 В 
зтр  20%А` 


Итакъ мы получили что 


зи (в) _ #4 и (©—®) е0зВ 


Зр В ту е05А 
94 воз В 
— отому Что АиВ 
Знаки отношенй. Н ПЕЙ одинаковы потому о 2 


заключаются между 0 и 180° Изъ предыдущихь формуль 
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слфдуеть, что разности с—ф и (-— одного знака. Ло ТВМЪ 
ъе формуламъ заключаемъ, что если разности положитель- 
вы, То углы А и В одновременно или меньше, или больше 
90% наобороть еспи разности е—ф и С—у отрицательны, то 
одинъ изъ угловь Аи В меньше, а другой больше 90°. Итакъ 
значеня_В, Си с нужно брать совмыЪстно елфдующимь об 
разомъ: 


[Г В=К, то е=9-, о= 


. 
Роли 4<90° | В возК с 
В—180'—К, е—ф--1, 
. 
Вели 4290 { ВЕК, с--р 1, ЕЕ 


Если пайденныя величины дляси С будуть меньше 180° 
то онф соотвфтетвують одному виоляв опредъченному тре 
угольнику. 

Относительно р%фшенши сферическихь треугольниковъ 
нужно замфтить, что, вообще, искомый элементь можетъ 
опредфляться чрезъ различныя тригонометричесвя я функции. 

а) Когда неизвЪетный элементъ опредфляется тангенеомъ 
или котангенсомъ, то рёшене всегда возможно, ибо эти двЪ 
функции могуть принимать вс\ значевя величинъ оть — № 
до--с5; при томъ, рёшене всегда будетъ только одно, ибо 
при отрицательномъ значени #7 или сёу искомый эдементъ 
боле 90° или находится во 2-й четверти; при положитель- 
нихь значешяхъ #7 И су неизвфстиый элементь менфе 90° 
ити будетъ соотвЪтетвовать первой четверти. 

$} Когда искомый элементь треугольника опредфляется 
косинуеомъ, то рёщене ие всегда возможно; ибо для воз 
можности требуется, чтобы косинусъ получился по абеолют- 
ной величии не болыме единицы, такъ какъ косинусъ мо- 
жеть получать только значен!я отъ —1 до--1. Если рышеше 
возможно, то оно будеть одно, потому что отрицательному 
косинусу соотв®тствуеть элементъ болфе 90° ичи во2 И чет 
верти; а положительному въ первой четверти 
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с). Наконець когда нензвЪстным элементЪ опредфляется 
чрезъ синусъ, то рьшене возможно въ томъ случа, если 
синусъ получится но абоолютной ветичинЪ не больше еди 
ницы ибо эта функщя въ рёшеви треугольниковъ можеть 
получать значе, содержапияся только между 0и |1. Если 
дяя синуса получится не больше единицы, 10 рёшене” бу 
деть возможно, но число этихъ рёшешй будеть два, такъ 
какъ положительному винусу отафчаютъ двЪ величины: одна 
Въ 1-Й четверти, & другая во 2-Й четверти, взаимно дополня- 
ния до 180°. 

Если рёшеюе сферическаго треугольника возможно, то 
эти рышешя должны удовлетворять воёмъ существеннымь 
свойствамъ сферическаго треугольника вообще, 


1) Сумма трехь сторонъ или периметрь < 860% 
2) Сумма двухъ сторонъ должна. быть >> третьей стороны 


< 
3) Если сумма двухъ сторонъ —=180° то и сумма лвухъ 
> 


< 
противоположныхь угловъ = 180° 
№ 


> 
4) Еели разность двухъ сторонъ—0 то и разность двухъ 
> 


противопотожныхь }глозъ==0 
> 


5) Сумма трехъ узловъ >180° 

6) Сумма двухъ угловъ безъ третьяго << 180° 

Итакъ, прежде чёмъ приступить къ числовому рЪшено 
нужно раземотрфть задано, т. е, удовлетворяють ли данныя 
извфетныя величины необходимнмъ усломямъ треугольника, 
Если условя выполняются, то нужно производить вычиеле- 
ше — логариемическое. Вс вычисленныя значешя неизв 
стныхь также должны выЪотЪ, въ связи съ данными, удовле- 
творять вефыъ свойствамъ треугольника и ести эти свойства 
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выполижють, тогда всЪ рёшешя. суть искомые элементы 
треугольника Нели же ифкоторыя изъ р®шен!й съ’ данными 
въ задач» не выполняють свойствъ сферическаго треуголь: 
ника вообще то он какъ неудовлетворяющуя должны быть 
отброшены 

Можеть случиться что. не будетъ ни одного рёшеня, хотя 
уравнене. или формула удовлетворяется данными величина 
ми т.:е., хотя для. тригонометрической функши, по кото- 
рой находитея искомый элементь получается возможная 
зеничина 

Напримфръ даны двЪ стороны 2=57° &—84' и уголь 
А—148°, Находимъ В по формул. 


зпь 
зна 


‹иВ = 


1дзнб | 9 99761 
1рзид | 9 71948 
сотр 19зпа | 0.07641-10 
— Изя [9.85848 = 


Следовательно знВ <. 1 возможенъ и даеть для искомаго 
элемента два рышеня: В,—45°32.и В,—134° 26’, но ни одно 
не удовлетворяеть свойствамъ треугольника. Въ самомъ д 
В, мы имЪемъ по задано а--Ь, < 180° и а< В, а потому 
должно быть 4-|- В< 180° и притомъ А-В очевидно оба 
неравенства не могуть быть удовлетворены. 

При ршешяхъ прямоугольныхъ сферическихъ треуголь- 
никовъ должны быть приняты ихъ необходимыя существен- 
ныя свойства, кромЪ общихъ, а именно: 


1) Чиело сторонъ болышихъ 90° всегда четное а мень 
шихъ 90° нечетное. 


2) Катеть съ противолежащимъ угломъ всегда находятея 
въ одной четверти 
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Задачи 


Задача 1. Опредфлить сферичесый ращусъ круга опи- 
саннаго оволо сферическаго треугольника. 

Положимъ, что данъ какой либо сферическй треуголь- 
никь АВС (черт. 25), 

Точка 0 полюсъ круга описаннаго Еели соединимъ его 
съ вершинами треугольника дугами болышихь круговъ, то 
послёдиЙ разложится на три равнобедренныхъ треугольника 


Черт 25 


имфющихь своими основанзями послфдовательно етороны 
а Бе, а каждая изъ этихъ дугъ ОА, ОВ ОС представляеть 
сферичесый ращуеъ А круга описаннато. 

Положимъ, что полюсъ О лежитъ внутри даннаго тре- 
угольника; Обозначимъ через 2, у, 2 углы, образовавииеся 
при основани трехъ равнобедренныхъ треугольниковъ. Оче: 
видно, 2 (д--у-- =) ==4--В-- С, ити въ виду того что 
д--в--С—180*=Е, получимъ 


анны 
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Изъ разомотрфтя чертежа вытекаетъ 


и" (4— 2) 


==) 


Если полюсъ 0 внЪ даннаго треугольника то имфемъ 


эбо- уАчеВ-НО =: ув 


'Изъ раземотрыюя чертежа наидемъ 


2—:90° (+2) 
Рызю-(в 2) 


=90*—(‹ — г ) 


Значешя 2 у остаются т же самыя при обоихъ пред- 
положешяхъ при услови принисывать знакъ минусъ тому. 
изъ этихь трехъ количествъ, которое относится къ равно 
бедренному треугольнику, лежащему вн% даннаго треухголь- 
зика 

Положивъ это, проведемъ дугу большого круга ОР ъо 
торая проходить чрезъ средину стороны АВ, и которая въ 
то же время къ ней перпендикулярна 

Въ прямоугольномъ треугольникв ОРА 


‹ в Го» Е 
а #9605 4 р] че | 30 (с 2) ] ити 


9 
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и ывы (0) откуда 


р Еи 
(9) 


е 
Замьниръ въ этой формул ти его величиной въ за 


висимости отъ угловъ 4 В С и экецессеа Е получимъ 


ув 


"(Ви (в) (Е) 


Задача 2. Найти геометрическое мфсто зершинъ офери 
ческихъ треугольниковъ, которые, будучи расположены на 
одной полуефер®, имЪють одно и 10 же основаше АВ и 
поетоянную площадь Л. 

Положимъ, что АВС (черт 
26) одинъ изъ такихь треуголь- 
никовъ. Онъ расположенъ нь 
полуеферь ограниченной про- / 
долженнымь основаШшемь АВ | 
Продолжаемъ также стороны 40 \ 
и РС до ихъь переефченя въ 
точкахь 4, В, съ окружностью 
большого круга 18; точки А и 
41, ВиР, будутъ щмаметрально 
противоположны другь другу, & 
стёдовательно, площади ^ и 
Ди треугольниковъ АВС и 4, В, С въ сумм равновелики 
фюзо котораго уголъ равенъ С. Полагая что 


АВЕО 180 Е и А, --ы (180 =, 


р: 


5: 
Черт 26 
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имфемъ 


Е 
=тв_“_ — лЕ В, 
А=тЕ 180 А, =л8 ту; 


[6 
поверхность фюзо съ угломъ С равна 25. имфемь 


т гс 
А-А, =лА* Сити 1 180 (Е--Е} В о Тула 
Е-- В =2С пл! = с—й 


На, основани предыдущей задачи сферический раду; съ В, 
круга, описаннаго около треугольника 4,В,0, удовлетворя 
етъ уравненю* 

А, В 1 


я 


тие) 


По условно площадь /\ постоянна, & также и сторона 
4. В,, елздовательно Е постоянно и радусъ В, есть величина 
поетоянная Такимъ образомъ, мы видимъ что вершина С 
принадлежить окружности круга, проходящаго чрезъ точки 
А; и В, даметрально противоположныя 4 и В, и котораго 
радтусъ равенъ Е. Эта окружность и предетавляетъ иско 
мое геометрическое мЪето. 


или 494, 


Задача 8. Опредфлить радуеъ круга вписаинато въ дан 
ный сферичесяй треугольникъ, 

Пусть АВС будетъ кажой-либо сферический треугольникъ, 
& 0 полюсъ круга, вписаннаго въ него, который касается 
„-сторонъ этого треугольника вь точкахъь РЕЕ (черт. 21). Про- 
Федемъ дугу большого круга 04. Назовемъ чрезъ т дугу 
большого круга, соединяющаго центръ съ одной изъ точекъ 
соприкосновеня т. е сферическй радусъ круга вписаннаго. 
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Ръ прямоугольномъ треугольник АО 
97-Е ТАЕЮОАЕ 


Уголь ОДЕ очевидно равенъ = ‚ что касается АР 10 
имемы 
АР=‹—ВЕ=е-— ВР 
АР-АЕ==Ь— СЕ-=Б — СБ 


Черт 2 


Складывая, получимь 24 ==5--е — (ВР-- СР) ии 
ЗАГ-р ааа) наи АР--ра гдЬ р ее 


Оъончательно получимъ #971 (р—а) р 


д 
Подставляя выЪето #9 2 “Го велишну въ зависимости 


оть стороиъ получимь 


з-д 
= | тр 


Задача 4. Опредвлить ращусы виисанныхь круговъ, ко- 
торые касаются каждой изъ сторонъ сферическаго треуголь 
ника съ продолжешемъ двухъ другихъ, 
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Возьмемъ, напримрь,.тотъ изъ вписанныхъ круговтъ, ко 
тораго полюсъ 0, раеположенъ внутри угла А и который 
касается стороны а въ точкЪ Р;, а продолжен й стороиъ 
Ъ и с касается въ точкахъ Е; и РЁ, (черт. 24). Прямоутголь 
ный треугольникъ 0,Е,4А, котораго перпендикулярная сто 
рона О,Е, представляеть сферическЕй радгусъ *„ даеть 


1 ВАР О, АЕ, 


А 
Уготь О, АР, равенъ —_ Что касается АЁ, то изъ зер 


тежа зидимъ, что 


п=е-вЕ = ВР, 
=АЕ,—--СЕ,-=6--СП, 


АЕ, 
или сложнвши по частямъ оба равенетва потучимъ 


ар =5--НВР,--С0,) или 
АР. —6--е--а-=2р; откуда АЕ, =р 


Сл5довательно овончатлельно имфе\ъ 


у вии & 


Ратщусы для другихъ двухъ круговъ касающихся сто 
ронъ в ие имфемы 


5 


в 
ЕР > 
ау © 


Ъели въ получен. формулы вотавимъ вместо #9 = ый 


с 
ли 2 ИХЪ вечишны въ зависимости оть сторонъ то он% 


преобразуются такъ 
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1». 1 Эр В) и Ф—9 
^ — тя = 


зпрен (р—а) эт (р 6) 
— Ире ви (р) 


—_ й зп (и 
р 


Задача 5 ОпредЪлить объемъ навлоннаго параллепипеда. 
въ функши трехъ смежныхь реберъ и угловъ, образуемых 
имя 

Положимъ, что ребра 01= ОМ=т и ОМ=". Вообра 
зимъ (черт. 28), что вершина О нараллепицеда расположена, 
въ центр сферы радусъ которой равенъ единиць Ребра 


Черт 38 


ОТ, ОМ и ОМ въ пересчени своемъ со сферой опредфлять 
сферическ треугольникъ АВС, котораго стороны абе из 
ифряють углы, образованные попарно взятыми ребрами ОХ, 
ом, ом. 

Объемъ параллепипеда У= площади ОМЕЕ АН 

Площадь ОМЁК=ОГ. ОМ. зп ОМ=тате. 

Изъ треугольника ОНМ высота МН = О№вМОН или 


феричесвая тригонометя 
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МН-—ип.зибр Изъ прямоугольнаго сферическаго треулоль 
ника А0Л) имфемъ: 


зп ОРЕ5вАС зи САР или зиСР-=ть зпА 
& потому окончательно высота, 


МН=п зпбзнА 


Обьемъ выразится такъ У==Иия 51 вне зп А или 


А А 
УЕ=ЯНит зб зие эт 28 > 


У орти втб зто 1 2" @— 8 6) зярзн (р а) 
— $16 не 31 вто 


У-= ип у зпр зп (р—а) вп (ф—6) з (р 


Замечание Длотональная плоскость 2МТ, М, дЪлить па 
раллепипедь ва дв равновелиюя трехгранныя призмы. Тет- 
раздрь ОБММ, образовавиИЙся на трехъ ребрахъ ти, мож- 
но разематриваль, какъ имВюпИЙ вершину М, а основаше 
ОГМ; онъ, какъ мы знаемъ изъ геометрии, по объему равно 

7 
ветикъ третьеи части объема призмы „ 
раллепипеда 7 Стёдоватетьно объемъ тетраэдра 


или шестой доли па 


та 


в —5 7 


ирзн (ри) зп (рб) (ре). 


Задача 6. ОпредЪфлить кратчайшее разетояще между лвумя 
точками земной поверхности, зная ихъ широту и долготу. 
Положимъ, что РР, предетавляеть земную ось ЕЕ, — эк- 
ваторъ, А и В ТВ двЪ точки, разстояне между которыми мы 
желаемъ опредёлить (черт. 29). Предположимъ, что РЕР, 
есть мерищенъ, отъ котораго условились отечитывать дол- 
готы Долгота точки А будетъ двугранный уголъ, составлен- 
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ный мерищаномъ, ей соотвьтотвующимь и меридвномъ РЕР, 
Этотъ уголъ, очевидно, измвряется дугой экватора Г.С. Точно 
также долгота точки В измфряется дугой экватора ГР. Дол 
готы бываютъ восточныя и западныя те положительныя и 
отрицательныя, смотря по 
тому, гдЪ находится раз 
сматривземная точка на 
зостокз или на западе 
ть мерищана, выбран- 
наго з& начальный. 

Что же касается до 
широты точки 4, то ее 
предетавляеть уголь 0б- 
разованный ращусомъ ОА 
<ъ плоскостью экватора; 
эхоть уголъ измВряетея 
на херидан® РАР,, про 
ходящемьъ черезь точку 
А, дугой АС, находящейся между разематриваемои точ 
кой и экваторомъ. Точно также широта точки В изы® 
ряется дугой ВР. Широты бывають сфверныя и южныя 
Т е. положительныя и отрицательныя, смотря по тому, гдз 
лежить разематриваемая точка въ сЪверномь или южномъ 
полушари. Установивъ это, мы видимъ, что въ сферическомъ 
‘треугольник АРВ намъ известны: уголъ Р, измёряющся 
дугою СР, есть разность долготь двухъ данныхъ точекъ 
Ая В; двЪ стороны РА и Р8, заключаюнИя этотъ уголь 
такъ какъонф служать дополнешями даннымь широтамъ 
до 90%. Слфдовательно изъ сферическаго треугольника АРВ 
имфемъ: 


возр == созаев. Ь -|- зпазибеозР. 


съ помощью вспомогательнаго угла дадимъ еи логарие 
мическ видъ 
©0зр = еоза (036 -- зп 9асозР) 
7+ 
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полагаемъ 
19 == 9аво5Р тогда получимъ 


сова (вовсю 
‘вози 


«08 р==6058 (6086 —|- зи ие) или 608 == 


_ вовавов 6—0) 
= р 


возр 


По этой формудЪ опред$ляется градусная величина ис 
комаго разетояня. 

Если желають опредзлить длину разетояня въ частяхь 
радуса, то пользуемея формулою: 
< = Вр"зт1", ГДЪ 49911" == 4,68557481—10 Радлусъ земли при- 
иимается В == 5972 вер 


Задача 7 Доказать для сферическаго треугольника АВС 
слфдующия дв% формулы’ 
(1) говне == совавие, -|- возвзтеу 


(2) вуз О-=енавто, На 9фвтС, 


Величины входяцуя въ эти фор- 
мулы указаны на черт. 30 

Для вывода первой формулы 
лишечь- 


вова — возсьвов} —|- знезчпусоя Е, 


605$ —: 6036, воз} впе,т1со8Ё, 


Подетавляя вместо Ё, его вели- 
чину 180—№, ирфшая оба уравне- 
зыя относительно созР., получимъ: 


— воза 60566087 _ 6056-6087, 605] 
51, зи} этс, 5} 


605Ё 
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али созазте, |-31е, со. соз[=созфзие, — созсзпеео<{ 
созр (впе, созе,|-во5б: яне, }—=созазте, |-созфзне, 

Но) == еовавив, -Неозвене», НО в, 

& потому соз/зпе-созазне, |-созбене, 


софт 


Для вывода второи формулы раздфлимъ обЪ части равен 
«тва на проиавсдене зи/пс, получимъ: 


созавне, | вобзне, 


зтртив 


219} 


Во второй части введемъ множитель 


вт Е, 51Р, _ аа й 
ви, (180 —Р) сп 
эолучимъ 
созазие, | созбзне, зиР, 
сокр — бббЯЗПе, ГеОЯНе, БРА 
ый зпзие пр, ИЛИ 
аугЕ СастеятР р соборы 


знбнеятЕ, 
Дзя дальнфитнаго преобразованя пишемъ 


зне зн Е, ==вивзтО, 
зясузиРу—вназиО, 
чит Е, 5навыВ 


Подставляя найденныя величины въ выражене для еу/ 
лолучимъ: 


‚__ созазтят С, -|-созвзтазт О, 


зисзпазт В 


ев: 


Далфе знаменатель еще можемъ преобразовать 


зтози ВА 9твзт О 
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и мы получимъ 


созавирея С, | созбзпавн С, 
зпьеназн С ” 


ер== 


производя дёзене получимъ 


ебравт О, -619%зн О, 
пб 


сур== 
откуда окончательно имВемъ 
еузиб-еазто, сет С. 


Задача 8. Р®иить прямоугольный сферичесый треуголь 
никъ по даннымъ двумь катетамъ: 


$--140° 52 40 е=114® 15 54 


Вычисление а соза-чеовфеояе. Вычислене В УВ 9. 
Вычиелене 6 6—8. 
516 
19со56 | 9.8 8 9Тобтт 1906 — 9.9102626® 
Зсозе | 9.6137969% сотрИдзте | 0.0401697 
1дсоза | 95035416 99В | 99504323. 
а | 71*247 80 В | 138*15' 45" 


де | 03460333. 
сотрйдз | 01999866 
1990 | 0.5460199% 

0: 195%57' 30". 


Задача 9. Рышить сферическ треугольникъ, когда въ 
числЬ трехь данныхь элементовъ находятся двЪ равныя 
стороны или два равныхь угла. 

Вели между данными тремя элементами находятся двЪ- 
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равныя стороны а и Ь или два равныхъ угла А и В, то, 
проведя чрезъ веритину С дугу большого круга (черт. 31) 
перпендикулярную къ АВ, мы раздЪлимъ треугольникъ АВС 
на два прямоугольныхь сферическихь треугольника рав 
ныхь между собою во везхь 
евоихь частяхь. Искомыя не- 
изрфетныя найдутся изъ рЪне- 
ня одного изъ двухъ прямо 
угольныхь сферическихь  тре- 
угольниковъ, у котораго кромв 
прямого угла есть еще два из- 
вфетныхь элемента 

Дано ва=Ь= 180° 14 30; 
С—07° 87’ 30". Рёшимъ сначала 
сферическй прямоугольный тре 
угольникъ, въ которомъ гипотенуза, 
лежаций уголъ” 


Черт 31 


$—180° 14 30 и пра 


>] 


АСР = 48° 48 40 


== 


Нензвветные элементы вычистяются по формулам 


вп.2 — ибни-© 
2 — й 


Тан, 9.91161 


20с0% | 9495585 


ди © 987654 ис 005796 
с уси А 955354» 
-5-| 98541 Не 
т | ° Е 10994170" 
в ода’ 
о | 45°88'20 
6! 9101640" 
Отвытъ А4—=В=109° 4 0’ 


с= 91° 16'40' 
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Задача 10. Решить сферичесый треугольникъ въ кото 
ромъ А=В==138° №5’ 30" и С—100° 83' 20”. 

Искомый треугольникъ раздфлимъ на два прямоу гочьныхь 
треугольника; для опредфленя неизвфстныхЪь элементовь 
искомаго треугольника достаточно рышить одинъ прямоу 
гольный треугольникъ въ которомъ извфетны лва угла 


с 


4—138° 15 30 и 2 —50° 16 40 


Задача возможна ибо неразенетва 
. С 210 ° С воз 
903 1-- 5 < 270 и — 90° 34-0 


удовлетворяются Неизьзстные элементы опредфляются по 
формуламъ: 


сз 

[6 в 2 

в085— ед Че 2 68 ЭВА 
1064 А | 0049 46% с: 


1005 | 9.30505 


с 
Т9е-р | 9 91904 оотуй двп А | 0.176867 


о | 9969005 | 
— я 
11124" 14" 19608 т 9 98922 
в | ит 
р: 1670 
отВЫТЬ а=6 = 11124’ 14", 
— 3234 0" 


Задача 11. Рышить сферяческй треугольникъ когда даны 
вс три его стороны: 


а=65° 24’ 326’ $=15° 28 84 0-56 12 245 


Разсматривая данныя величины, мы ввдимь, что задаше 
удовлетворяеть всфмъ тремъ услоыямъ и, слВдовательно 
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о%шеше возможно и будеть единственнымъ. Для вычисле 
зШя искомыхъ величинъ составляемь слёдующую схему 


Вычислеюе угловъ 


и 4 п „Во т бт 
9 ра 598 то—9 


т (р—а) зп (р— 6) вп (р— в) 


2— 
тдЬ = зпр 


Поврка вычисленя 


А, В.С т 


В бт 
9.2 ч 9, зир 
2 | 9813 132,9" 
в | `65994789,6" 2—а| 33° Т’ 0,57 
$ 15922 в" рЬ| 28° 824,5" 
с | 56015'24.8" ре! 42916 8" 


эр 197% 3 658" 


тт  9.5822153 


а зи А 9 8447468 
Яизт (ра) | 9.7814685 2 


2951 (р) | 95943720 99878438 
151 р—@ | 8.8271641 
от 105тр | 0.0048260 9 7544512 


1узтр | 99951740 2 
2т | 29 1644306—30 — 19 (и:8пр) 
19 (тзпр) | 958170413 А 34958’ 12 92° 


9.5 870413 


4411 08,59 


29936 865” 
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А } 69°56 25,8" 

Отвфтъ В | 88°.28' 471,0" 
С; 6991217," 
$ | 217°35750,9"_ 
Экесцессъ | оКА 

т 37032802 


Для повбрки, вычиелимь экецеесъ прямо по тремъ сто 
ронамъ по формул Люилье: 


И РРР ЕР ыРе 


49916 46,4 


| 
| 
= 16733 890 


11984 122 
208 40 
| ‚ 
1919—5—! 00648643 р-р | 92182404 
РВ 1 94133215 р 
а | 3 9928 87 54 
и 9.3111734 Е | 37 32 302 


о 9.58 2158 


зит- Е. | 84364807 


Замвчане. Когда требуется по тремъ сторонамъь а Бис 
вычислить не всф углы, а одинъ, наприм8ръ 4, то иногда 
удобно вычислять и по нелогариемической формуль 


605а—60566086е. 
5ябвяе 


008 А—. 
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НапримЪрт, дано, 


2—=63° 39 58” 6107 0 51 и =41°9 46 


требуется опредфлить только уготь 4 


Внычислене располатають такъ. 


1деоза | 9.6469939 196056 | 9 4120907 
сова | 0.4486020 1реозс | 9 8161043 


созфеояс | 0.1946700 х| 92892995 
7 | 0-2489320 — уинь| 9 9849726 
1р+ | 9.9360807 дрене | 9.8188488 
19: | 3.8088309 ^ У| в,8088809 


Посвяя [9 5926398 
ОтзФть 464% 5 24 
Задача 12. Рытить сферичесый треугольникъ когда даны 
веЪ три его угла: 
4—114*19'40 В=180°4745' и 0=131°54 3, 


Разематривая даяныя величины, мы видимт, что задане 
удовлетворяеть вефмъ условямъ и, слфдовательно, р‚ёщене 
возможно и будеть единственное. Для вычисленя искомыхъ 
сторонъ составляемъ слвдующую схему 


Вы шолеше сторонъ 


Ре: и ие. в 
< Ро А) “3 РЕВ) “9 2 = РО 
аль не Ао Р 0) 

— -- 08 Р. 
Повзрка вычисленй 
А 


[2 ь е 
ет 
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Р 188*° 25 

ПА 1149 19 40" РА | 14 #5" 

В 130° 42' 45” РВ! 51° 45' 46" 

с 8 зы" РЬС| 561 89° 54" 

2Ру зб т 9" 

19 | .9.4547086 ро 00182836 
{9е03(Р-А) | 9 4364200 в 
дес (Р—В) | 9 1270141 бер | 97216795 
19соз(Р-С) | 9.1411448 : 

©трИ(—е05Р) | 0 0041688 9 $ 132523 


19(—с08Р) | 9.9953812 ЕЕ 
Ри | 9094072 з0 (9 @8Р) | 94594724 


19(:—с05Р) | 9 4534724 | 438947" 39 
61°58 35 


а 
2 
ъ 

2 
се 

—5_ | 62939 26 

|! 87035" 

Отвёть В. 13304710" 

с | 125°18'52 


Задача 13. Рьщить треугольникъ, вогда даны вс три 
его угла 4==114° 19' 40", В==130°42'45” и 0=131°54' 37". 

Употребляемъ для вычислещя сторонъ формулы съ экс 
цессомъ, а именно: 


= - ‚о-в > сбое ”. 
2 (4—1) 2@&—*) 2 (<) 
г: (4-2)» (=) =(в-—=) 


Гдь и? 
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Повфрка вычислений производится по формул 


и 5 


Для вычистеня исьомыхъ 


А | 114°19' 40” 
В | 180942'45" 
© | 181054" 
$; | 316%57 2 
В | 19557" 
ь 
Е ов" 
2 | 9822881 
Пот 19 4547086 
ры 
дат (4— >) | 94364200 
тя (8—5) 9 72107АТ 
т 
ет (©—- . 97111542 
сотрйдвт — | 0004 688 


2 


р 
Отажть Е 
в 


Когда требуется по тремъ 


ея > 


п 
Е. 
"> 


2 


зеличинъ составтяемъ схему 


Е 
А == | 15751 9 


в Во зни 
5 
с- Е 33926 6 


её =! 00182836 


пни | 91216899 
} 

бы | 9.7135594 
р 


(из) | 9459 4725 


а , 
5 | 48°47 39 
261008 во 
с! 
юбок" 
-8_| 62939 96 
>| 627392 

87485 1} 

128946" 10° 

1259 18/52" 


угламъ АВС вычислить не вс 
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стороны, а одну напринфръ 5, тогда это вычислене можно 
также сдфлать и по нелогариемической формул: 


с — со -|- с08.4605С` 
зпАтС 


Эта формула бываеть удобна, когда углы Фи С обта 
ются постоянными въ нзломъ ряд вычисленй. Напримръ 
дано А=114* 19’ 40”, В==130° 42’ 45” и С=131° 54 37"; тре 
Фуется опредЪлить сторону 5. Вычиелен!е располагаютъ такъ 


прсоьВ | 9.81442838 196054 9 6148510 


с08В | —0.6522640 — 1960$С 9.3244544: 
208.4605С 0.21517180 ^ 9.43960 
“| —0.3170910 1051 А | 99596155 
| 9.516446 1 ТозтС | 9.87116849 
112 | _9.8318004 у 9.8818004 — 


9.745145 н 
Отвёть $—1230 4; 9 


Задача 14. Решить треугольникъ, когда даны двЪ оторо- 
НЫ 4==76° 35’ 36” $==50° 10’ 30” и уголь заключенный между 
ними С—84° 15’3' 


а+в 
2 


Тюлусумма искомыхь угловъ --„- опредфляется изъ ана 


логи Непера 


А- 
а полуразность опрецЬтяется лакже изъ аналоги 


‚В 
2 
Непера; 
а—Ь 


т 


— 111 - 


ПовБрка вычислени производится по формул® Гаусса 


В А-В, 


29-8 2“ 


14 


Для вычисленя угловъ составляемъ слёлующую схему 


| 176°35'35 
| 20°10' 30" 


а— 260066 


13°13 33 
С 35 
5 11 732 
Вычиолене: АР Вычиелнь 3-Й 
[4 
19 | бо112 196 пеш © 02112756 
-ь 
ры о оввзв пят 9 3558988 
ь 
отр 190$ ов 1160 сомр (998 и 0.049640 
цио Р о в483464 99 28 3.9188220 
—5 
1949 |9 3102439 по “10. 3000683 
2 В 


[© 2188903 772 0.3188203 


— П2— 
Вычиеленае углов А и В 
аь 81*564” 


4—В | 30036 21 


4! 121936'21* 
В | 415 


Оторона, с наидется изъ аналоги Непера 


А—Т 


Составляемъ слёдующую ехему 


Вычисление стороны © 


ЕВ о 3000683 


19009 


+ 
:В $14:3289 


—В 


сту [о 1136978 


199 "в 9 3705489 
А+В 


5 9 9956776 


1 вв 


сотр Дузт А-В 01948751 


9 — 9-2610920 


1 
19 —- 9.5610956 


в 
Отвёть 2 
с! 40°0 8" 


2004 
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Задача 15 Ритить треугольникъ когда дана сторона 
641" 10'’0’ и два къ ней прилежащихь угла 
А—в6? 57' 0”, В=97 20 30 
Дая искомаго треугольника раземотримъ полярныи тре 
угольникъ ръ немъ будуть извфетны дв стороны: 
а, —=180°-— 4—113'° 3 0 
6.—180°—В== 82* 39'30 
и уголь между ними. 
С. =180'—с—138° 50 0 


Такимъ образомъ задала свелась на предыдущую и рё 

шается по тЬмъ же самымъ формуламъ. 
Мы покажемъ, какъ этоть случай рЫшается непосред 

ственно безъ полярнаго треугольника ° 
Искемые элементы: двЪ стороны а и В а также и уголь, 
С опредфляется изъ аналомй Непера. Самое вычислеше 
располагается по слёлующей схемЪ, принимая что А<В 

В! 97° 20' 80" 

| 66057 0 

Ва! 164% 1730” 

в—а 30*23'30” 


2 15° 11 45 
[41° 10° 10 
с 5 
5 | 20° 35 0 
Вычиелене АРВ Вычисление ее 
сов 8-4 8—4 
Щи < 5 Ка 2 
и ВТА а“ ВА 
8—5 о 


Сферическая трагонометри в 
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ви-° 95746601 и ббт46601 
пе 9 9345434 ив 94184985 
Сотй ее | 08643835 отцы |0 0040934 
паша | 04235870 к [9973520 

пи 94839552 РА 08502902 

>| 98572422 У. 9.8615424 


Вымнелене аи Ъ 

60900 26 
2 | 
а | 

в | 40 9 

ь] 15° 1’ 55" 

а| 63° 39'57 


Вычисление узла © 


ВА 
с_9“ 
64 = 
а 08602902 94339552 
о 95412464 9.9711335 
$ — 1— : 
от ео" | 00021331 (отр дет 1 1.0048819 
© | _ 
ичу—5_ | 04099708 уф | 9.4099108 
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С ® 
Оль | 2716 32 
С | 4231г 10 


Задача 16. Рашить треутольникъ, когда даны дв сто- 
роны а=156° 45° 30”, 6—51° 28’ 10” и уготь противолежа- 
ащй первой сторон% А==45° 23’ 40". 

Начнемъ вычислене съ угла В по формутВ 


Фовть | 9.9208816 
1у5тА |.9.8524543 
боты 1узно | 9 4038317 


Тре В [0.1821676 


Логариемъ для синуса В получился положительный, & 
потому звВ.>1 уголь В невозможень, а потому и самыи 
треугольникъ ири этихъ данныхъ не можеть существовать. 

Задача 17 Р№шить треугольтиьъ, ьотда даны стороны 

@=133° 18 20, 55-0 28’ 10” и уголь И==23° 27’ 40" 

Начнемь вычислеще съ угля В по форму лв. 


ив — 3584 


эта 


1аз1ь | 9 9258816 
Твин ^ 9.59710987 
Сотр узла 0.1380438 


1958 | 9-6610241 
В т 
В, | 109°15'53" 
Хотя (швйв есть число отрицательное, но разности 
А-В, 0 иА-—В,< 0 сь разностью а-№>>0 имЗють про 
8 
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тивоположные знаки а потому задача невозможна и треу 
гольникь при этихъ данныхъ не существуеть 


Задаче 18. Рытить треугольникь когда даны стороны 
в—50° 10 30”, 5=40° 0 10” и уголь А=42° 15’ 14”; 
требуется вычислить углы В, С и сторону с. 


зпбонА 


„Вычиелете ула В зпВ=— 
зпа 


1рнть | 9.808 0926 
Фзпл | 9.8276387 
СотрИ зна. | 0.1145364 
195 В | 8 75036717 


В, 34915 31 
В, [145544 56,88 


Такъ какъ 79зиВ есть число отрицательное то уголъ воз- 
моженъ Разности“ 
4—5>0 АВ, >0и4—в,<0 
изъ нихъ разности ав и А—В, имЪють одинаковые знаки, 
а разности а и 4—В, имфють разные знаки, & потому 
только уголь В, удовлетворяеть данному вопросу; слВдова 
тельно, при этихъ данныхь существуеть только одичъ тре 


угольникъ. 
Остальные элементы опредфляются изъ аналоми Непера 


и вычисляются ло слЗдующей схем. 
Вычисление угла С 


А-В а АВ а 
с =” с 


и—= 95 
2 
а 2 са 
2 2 
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«| 50'10'30 А| 469 15' 14" 
| 40' 010” В | 34915’ 3,11 
5 | 90810740" АВ | 169307 17,17 
а—Ъ| 10*1020"” — 4-В| 8° 010,83" 
45° 5'20" А-В 38°15'°8 58 
Св! 
55 “>” 40 541" 


про НЙ 1.1551925 


реа 9476927 
"| 


а 


0.1498423 


Стр зи "3 | 


Ню АВ 01032512 


Чиео 2—7] 9 9982366 


Сеть 19608 3.8188102 


ци 2 02521210 


1 
Отв®ть 2 с 


© 02527276 


609489’ 


С [121936 18" 


Рычиелеще стороны © 


а АТВ 446 АВ 
с бт с В 
95 А-В Ча 
вв 
У рт 9494061 9 217210.0013475 
‚В! 
па 78917195 103 А |9. 8950308 
1 
- ав 
Стет 1 1262624 отн о, оотобОр 
с [6.8074383 


199 59 8974380 
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с 38°17 48 
с. 66°35' 36 


1 
Отввть 2 


Повфрительная формула Гаусса. 


8 а 

и и 
я—вВ —Ь 

и и" 


послужить для повфрки вычислеяй 


пи В 8 8448075 ыы ЕВ 98967488 
| гы 00013475 ди "В 8 9494061 
$; 88461250 $! 88461549 


Задача 19. Ршить треугольникъ, когда даны двф сторо- 
НЫ: 4==137° 44’ 46,34”; 5=58° 23’ 40,19” и уголь противоле- 
заций первой сторонв 4—129° 49’ 30" 


Вычислеме узла В 


зтьзпА 


зна 


впВ = 


70з1Ъ { 9.9302747 

узпА | 9.8853636 
Сотр увна ‚ 0.1723621 
``” зиВ | 9.9880004 


} 
В, | 16535 35,29" 
ВЪГ 1 Ю 
ОтвЪть В, |103°24'24, 71" 


Разности; а-$>>0, 4—В, >0и 4—Б,>0, оба рышетя 


удовлетворяють вопросу а потому получатся дза треу 
тольника 
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Вычислене углов С 


ей яв п— 
ис Е: 2 
5 
ие 
2 
а! 137944 56, 34 
5| 58°28'40, 09" 
а--8 | 196* 856,53" 
Е 98° 413 26 
+ | 39940 38 08 
2 
А, 129°49 30,00" | 129%49 30, 00' 
В,| 769357 35,20" В, | 108°34724,71" 
А-В, | 206557 5,297 АВ, | 233913754, 71" 
АРВ, 108912’ 32 64” ео 119*36'57 35 
в, 26°36 51 36 ав, 1312 22 65 


с! 
29-2-10.1095115 


во 1095115 


о --В! 0.3000665 


ео 8051225 


изн 


2 
, 
от уви 6.004325 


1—В,] 
р 


0.8284594 


ен АВ, |9.3705406® 
ры 998 63038 


Сао що РР] 08526272п 


пов 96999335 


в. 


109 — 2 | 0.4389044 
71 


9 9 о 4389045 
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52° 8 54 


ОтвЪть 69° 59 55 


104°17' 48" 
139°57' 50” 


эовювю 


Вычислене стороны с 


д" = ЕВ. 
В Е _ 2 
92— В 

5: 
5 = |* 9188137 в. 99188187 
дут ЕВА | 9.983550 деи ЕВ 99513520 

_ —в, ‚ 

Сотищни- В, о $48 145 Сотиев- 5 2106411043 


и |0 2558882 
| 


и © 5112720 


Для повфрки вычислешя стороны хпотребимъ другую 


формулу а именно: 


в 
ит 
1919. р 0.3483448и "| 0.8483448п 
й 
пре В дв вфобь дрон В 9.601285 01 
отр 1деоз В ооав 8480 сотр елей 00116450 


1 обо вва4 


шз 0.511273 
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_ 


60° 58 4. 
120 52 29 


а | 12195784 
а | 14504458" 


Накопець для повфрки вычисленй пользуемея форму 


тою Гаусса: 
АРВ „афь 
2 БР 
„А-В. 
2 
| 0.548828 | 0.548278 31 
ав, | -- 
и о6о04Б9аи у. В 96999335 
—5 
В | о9т88 18, 0848344 8п 
АКВ 
ия | 0.30006 6эи 9.8, 02406 
| 
[0 2188852и [0.218885 4% 


Задача 90. РАшить треугольникъ въ ко 
торомъ даны тря стороны: 


&—10* 45' 30” 6=109° 14’30 с==0° 10 30 


причемъ 
а--1—180° 

Въ этомъ случа легче рЬзпать треуголь 
никъ не по общимь правиламъ, а посту 
пать слёдующимъ образомъ: дополнимъ 
данный треугольнакъ (черт. 32) де фюзо, 
получимъ треугольникь 4В,С, въ кото- 
ромь АС-=А,6=5 и уголъ В, = САВ,, 


Черт 32 
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т е. треугольникъь будеть равнобедренный Разбиваемъ 

послздй дугою СО большого круга на два равнове- 

ликихъ прямоугольныхь треугольника и, ративъ одинъ 

изъ нихъ, наприм$ръ ОВ,С по гипотенуз& В, С, =5 и калету 
АВ, _ 180*—с 

В0=—^ == =, мы получимъ искомые элементы 


для треугольника АВС съ данными элементами 


А=180'—В, АС—180°—В,, ВВ, С=180°—2а 


Опредфлене угла В, по формулВ ф-щ\феоюВ, откуда 
со Ву == дт, 6=109% 14 30’ и т-—64' 94 45 


Чие® | 9.5428 91 
1и9т | 0.32960 


2деозВ, | 9.87249 
В,—180°—41° 47 30 —138° 12 30 
Опредждление угла « по формулЪ зпи==зньна откуда 


зйт 
зпа = 


зв 
Чрзтт | 9.95696 
1дзть | 9.97504 
озна | 9 98192 
«| 7135 0 


А= 41° 47 30 
138% 12’ 30” 
36° 50’ 0" 


Отвёть: 


Задача 21. Опредфлить кратчайшее разстояне Москвы 
оть Читы, принимая землю за шаръ 
Широта Москвы ф==55° 45° 1". 
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Широта Читы 9, =52* 1 44, а разность ихъ долготь 
24-758 539" 

Зъ треугольникф АВС, вершины ьотораго 4 — полюсъ 
В— Москва и С-Чита 


$-=90°—52'1 44"-=37°58'16, 
е=90°— 55° 45' 134% 14' 59". 


Изь этого треугольника имфемъ 


воза еозфеозо-- зибзисеояА=е08Ь (в056-- знейяфеоз А) 


Введя вепомогательный уголь в. 
(1) юо-=юевва, 


__ вовбеояв (е— 0) 
находимъ {2} вова = 5 


Рычислевне вспомогательнаго угла @ 


1006 | 989236 
196084 | 9.38713 
до | 9 27949 


©—10° 46 33 
Вычи лее иекомои стороны а 


10е05Ь | 989670 
19с0з (6—0) | 8 96248 
Суть рее | 0.00773 
Тргоза | 9.86691 
&==42° 36 15 
Принимая радусъ земного шара А=5972 версты наидемъ 
искомое разетояще въ длин% по формул® 


х = Ва зп! 
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%Е | 3.17612 
Тозтл" | 4.68557 
да | 5.18576 
= =! 364745. 


ОтвЪТЬ 2=4440.7 версть 


Подобнымъ же образомъ найдемъ кратчайшее разстояне 
Читы оть Владивостока. Широта Владивостока: 5—43%’51": 
разность долготь Читы -и Владивостока #—18°29'21". Отввтьъ 
1584 3 верстъ 


Заканчивая отдфль залачъ на реше треугольниковъ 
предлагаемъ для упражнещя въ вычислешяхь три таблицы: 
одну для прямоугольныхъ треугольниковъ (при А==90'), & 
другя двф для косоугольныхь треугольниковъ 


Таблица 1-я Таблица 2-я | Таблица 3-я. 
а 71°24' 30' | 40° 0’ 10. 0" 63° 39° 57.8" 
Ъ 140° 52’ 40" 50° 30’ 30. 0” | 75 0’ 51.8" 
е 114% 15° 54" | 40° 010. 0' 41° 9 46.0" 
д 90° 00" Г 1210 36' 19.81" | 668 57° 3.6" 
В 138° 15' 45” 42° 15' 13.66” '| 97% 20’ 31.6” 
С 1058 52 39” 34° 15 2.76" | 42% 30’ 565.0" 


Зъ 1 и таблицВ за исключешемъ .4==90*, какъ мы видимъ 
помфщены пять элементовъ треугольника АВС, изъ кото 
рыхъ взявши два за данные, друМе елфдуеть найти чрезъ 
вычислен!е, во второй и третьей таблицахъ помфщены по 
шести элементовъ, изъ которыхъ слздуеть брать три дак 
ныхъ, остальные опредфлять чрезъ вычислене 
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Вычисление сферическаго треугольника стороны котораго засьма 
малы 


Теорема „Лежандра. Теорема Лежандра соетоитъ въ томъ, 
что сферичесь треугольникь со сторонами малато изгиба, 
замфняется плоскимъ, стороны котораго равны сторонамъ 
сферическаго, и углы плоскаго равны угламъ сферическаго 
треугольника, уменыпеннымъ на треть ‘зксцесса 

Такимь образомъ съ помощью теоремы Лежандра рёше 
вя сферическихь треугольниковъ со сторонами малаго из 
тиба сводятся на рышен!е плоскихъ треугольниковъ. 

Обозначимъ чрезъ 4, Ви С углы, чрезъ а, ие стороны 
сферическаго треугольника на шар радгуса В. Периметрь 
в--6--с обозначимь чрезь 2р. На шарЪ радгуса, равнаго 
единиц, для котораго выводились формулы сферической 
тригонометри, соотвЁтствующуе элементы нашего треуголь- 

ь < 


в 
ника будуть углы 4 В С стороны вина ипе 


риметръ = Далфе чрезъь 4 В и С’ обозначимь углы 


плоскаго треугольника, стороны котораго равны сторонамъ 
сферичеекаго треугольника, т. е. равны а, В, с. 

Для доказательства теоремы Лежандра сравнимъ, напри 
мЪръ уголь А сферическаго треугольника съ соотввтству 
ющимъ ему угломъ «“— илоскаго, опредфляя каждый изъ 
нихъ но тремъ еторонамъ треугольника; при этомъ употре- 
бимь такой методъ, которымъ можно воспользоваться для 
непосредственнаго перехода отъ формулъ сферической къ 
формуламъ илоской тригонометрии. Напиумемъ 51 и сх По- 
ловинныхъ угловь для сферическаго, а также плоскаго тре 
уготьника 


ИмЪемъ 


Пр ро 
"вв А, у 
—— ыо р 


А 
87 Ибис 
ва 
— — 
зп- 51 =. 
Е Е р РФ) 
1 = 
"ти 


Раскладываемъ синусы подкоренныхъ количествъ въ ря 


ды по формул: 
23 2 


ит #2 ав 1234.5 


Получимъ 

„а и Сбать Рбиич-1 
& 

РА ИИ ан +..)(-- вне -.) 

= СЕ сет бе ] 

} [Сов ав Усе ) 


Выставляя общихъ мпожителеи за скобку получимь 


й Ще Ея 
$# = 
2 Бе р ] [а в зов . ] 
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Сократимъ В? въ числител$ и знаменателВ подкоренныхъ 
дробей и сдълаемъ перемножене скобокъ пренебрегая вездь 
членами четвертаго порядка, полузимъ 

И +5 


д, ! 3 


Е зп 
2 


ея 
У: 


ЗУ [:- РН =) | и 


Воспользозавитись формутою бинома Ньютона для отри 
цательнаго показателя 


алое |... 


съ тою же степенью приближеня, получимъ 


А Аи ФН $ 
ии [ ии (1 Гб ) 
‚А ы Ее, Ея 
ый зи [: ля (+ 5) 
Перемножая подъ корнями и пренебрегая членами чет 


зертаго порядка найдемъ: 


А т т Ито Ир играррее _ 
2 2 ое 


зп 


= й 2 
ити в тт И 1- За 


1 —5- “р 41/_ @— 6—9 
сов И: 2 а О зу: т 


Извлекаемъ квадратныи корень по формул бинома Нью 
1 


тона (1) Аа 2. и отбрасывая члены четвер- 
лаго порядка получимъ” 


д 4 ра) 
ны [1] 


“4 1_ #909 —] 


оао в” —^ 


или оъончательно имемъ 


(2-6) #—©) ея *) 
= ы[а+ 


*} Выведенныя формулы точны только до членовъ 4-го порядка 


1 
отногительно у но въ предьль, т в. при В=в щаръ обратитоя въ 


плоскость и формулы вполяь будуть строгими и перейдуть въ во 
отввтетвенныя формулы прямолинейной трагокометрк. 
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В 


А 90-94 фа) 
8-5 и ГР и 20-2 -И $ 


Далфе для окончательнато сравневня сферическаго угла 
Г съ соотвфтетвующимъ ему плоскимъ угломь 4, найдемъ 
ихъ разность А—4, дия этого составимъ синусъ полураз 
АА, 


ности 


=.) вл Аз оз Иан 46 иди 
Е 2 2 р 2 


Ин» ОР [| 2—0) |: в] 
Фе Г ви 


д рее в. 
а 68* ы 


щадь треугольника ллоекаю. ДЪлая приведение полу мыъ 


-1 == Зе Не и 


ГДЪ з означаеть ито 


ве 61" 


Зи орт -бе 
= ты - пли * 


Наконець съ той же степенью приближеюя можемъ на 
писать 
АА, А 
8 
2 


р 
А На 


Сферическая тр комометры з 
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Подобнымь же образомъ можно паписать еще 
3 
ВВ. зы 
8 
©<=с- ЗЕ 


Углы выражены въ длипахь измёряющихь ихъ дугъ 
взятыхь па окружности ращуса 1. Складывая эл уравненя 
и замВчая, что 4-Е В, РС, -=я, полузимъ 


. Ы 
АЕВ--Ся-- пе 


Если чрезь 5 обозпачимь площадь сферичесьаго треу- 
гольника; а черезъ Е эксцесеъ, вычислепный въ такихъ же 
единилахь какъ и углы 10 


_ жа? 
= 10° 80а Е 


в-- 180.6 


20 71808, 180% 180° 180' 
— ел 
«бо я), 


8 
НВС ар ру 


съ другой стороны 41-В--С=л - т. 


и потому з==$ съ точностью до членовъ второго порядка 
относительно 


1 
к” с тьтсватечьно 


«а < < 
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Повыжемь теперь какъ примфиять теорему Тежандра 


}} Ланы стороны еферическаго треугольника а, 5, ие 
Вычислимъ углы 44, В,, С, и площадь $’ прямолннейнаго 
треугольника со сторонами а, 5 и с; отсюда, найдемьъ 


х 
= ти" посл чего формулы 

Е Е Е 
А-а; В=ВР зо 0=0 7-5 


далуть искомые у1лы 


2} Даны сторона а идва къ ней причежащихъ угла ВиС 
235п Вт С, 

ИмЪемъь в = == Зи, ЕСТ КВ, 26 зы можно приближенно принять 
ап Взн 0 #5п Ввя С! 

28186) 2 В--СО)знЛ" 
Е по формулЬ получимь А= (180° Е) —(В-|- С), а потомъ 
углы А, В, и такимь образомъ задача сводится къ рьше 
нию прямолинойнаго треугольлика съ данными 4,, В, и а. 


Что $ ;отку да Е: зная экецессъ, 


3) Даны лв стороны а Би уготь межлу ними С 


== 485; такъ какъ С, = — —5 


Ичфемъ ЗЕ, 


то ьп Су 


оттичается отъ <вС только тленамя порка и, а потому 


можно Принять $ =, 9590; ВЕ 


те 
Вычисляемъ ло этой формулЬ Е, посл чего 
Е ы 
С, = С— —5_ рЫыпая прямолинеиный треугольникъ по эле 
ментамь а фи С, получимь е Л, и В, а тогда укпы сфе 
Е 
рическаго треугольника наидутея по формуламъ АА 
В 
лев 
| 
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4) Даны стороны а 6 и уголь 4 


1 1 
Инмфемъ += > 2ёзнС, или $ я афзи( А, -|-В1}; можно приб 


лиженно принять 5 1 а$зт(1-|-В) откуда Е' 


уголъ В не дайъ во имЪя въ виду только опредълене Ё 


ь 
мы можемъ вычиелить этоть уголъ по формул зи В = эп А 
а 


Зная Е, получимъ л, по формул 4, А - : и задаю 


сводится къ рЫшенно прямолинейнаго треугольника съ дан- 
ными а фи 4,; затфмъ найдутся сторона с сначала углы 
В, и С, а потомь ВиС 


5) Даны два угла 1и В и сторона а Ветичину Е можно 
вычислить по формуяЪ 


зат$иъ найдутся д, = — 3’ В=в—т и задача све 


детея къ рЬшено прямолинейнаго греугольника съ данными 
А, Виз 
Принвръ1 Дано 


19а | 44512173 
В | 64°25' 45".10 
С] 58°3147".68 


фазпВейС 


Опребвленае эксцесса по формуль В = 


зи В--0) 


Обыкновенно экецеесъ благодаря своей незначительной 
зеличин®, вычисляется по четырехзначнымт, а иногда по 
пятизначнымъ таблицамъ; при чемъ # дается въ таблицахь 
и берется для средней широты изъ широтъ воЪхъ вершинъ 
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треугольника Въ нашемъ случаЪ, мы взяли для примбра 
за среднюю широту 55° 50 и тогда 9&=2 бе 112"). 
1% | 2.06112 
та | 8.90248 
ипВ | 9.95505 


1звб | 9.93090 
53| 6.84950 

шщВ--С) | 9.92404 
108 | 0.92546. 
Е" | 8".423 


Опредьлене угла А по формул: 
А-=аво-Е)—(В--СЕ51® 5 3 69 
Вынивлеще сторон Бис 


авт В, 


_ автВ, 
зад, пб 


Л, 


`Вычнелеще сто’ 
фол въ сои. 


Пловые углы 
В] 3035422 


Сферичесщо | Е 
углы. ЩЕ 


№ 4.4822190] 


В| 6482 45 10| 281 В, 64° 22 42.99] Пузя, 


А 51° 5 Зо 69| 280 


| 
| 
1 
| 
4, 57 
1 


| 
0] 58° 31 41° 63| 281 


5 3289] 


С. 58° 31744" 82. 


Тр5зВ, 99550475 


| Хде Аа Тетя 


[доядрвт.л, ЕРИЛИЕ 
1узиС, 60909009 


Приипръ 2. Даны. 
я ВВ 15 94 
Сферическе В 
яш С во 6'23734 19 
18070 0" 28 


: К 


55'18"19; 1961 8.697 40 } 


тре 4.458012 
| 28712660 


3.80696 | 


Прибивжевныя значетя 
19 сторояъ. 


3.698 58 35 


Точное зяачене 
4 сторовы, 


*) Взято изъ таблицы (4) геодез В Витковекаго стр 316 
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Непосредственно, эксцессъ е=0”, 28 

Для повфрки еферическихь угловъ вычиеляютъ экецессъ 
ло ириближеннымъ значешямъ (д сторонъ ан Ри углу С 
по формулВ е”==Кабзв О) 


20614 
3.8070 
3.6974 
8849 
9.4507 
0'.28 


| Вычиелене № 


Сферичесн | Е" 
сторонъ. 


р м 
утяы. [3 г Плоеве углы. ‘/уе-щетС. 


Й |5. 8136581. 
д| 17975818" 15 © та, 795918765 | бонд, 0. 93326 066075 
В! 491 55719'19 ОВ, | 405518" | цазв, 9.88313231452.6974089 
с| 50 6.23" 34 '0'09:С, |_50? 6’ 23" 25 В 1увт 0 в, оао, 6285835] 
008 Г О | 1 | 


*) 5Ё взято изъ таблицы (4) по аргументу 5256’ средней широ 
чы для трехъ вершинътреугольника (теодеяя г Витковекаго), 


ОГЛАВЛЕНИЕ 


Сир 
ведете. Сферическая поперхиость, Вольшой и малый круги, по- 
ЛЮбЫ ИХЪ еее еее тени нань $ 
0 сферическомь угль. Мьра его. у. в 
Сферическй треугольникъ, сторовы его и углы . 
Полярный оферическй треугольникъ его свойства, 15 
Суммя угловъ въ сферическомь треугольник 0... - 13 


Симметричные сферичеене треугольники и ихъ равновеликость 19 
Равенство сферическихь треугольниковь . + оке ньна. 21 
Соотношешя между сторонами и углами въ одномъ и томъ же 


вферическомъ треугольникв зе ъееть т ет 
Сферичеекй друеторонникъ (фюзо) и его плошщадт . 26 
Площаль еферическаго троугольника ..... 28 


Выводъ основныхъ формулъ сферической тригонометрии 


Ковинусь стороны „еее еее еенеенньх 80 
Синусм сторонь пропоршональны синусамъ протвволежащихь 


Угловь еее наних зеленые 88 
Сивуеь стороны из косинуеъ угла - 5 
Синусь угла на косинусъ етороны . 36 
Формула сь котангенейми .... .3 


Коеннуеь угла еее енннкнь + 
Выводъ форчуль для прямоугольваго сферическаго треугольнике 40 
Мнемоническое правило Непера еее еее 44 
Выводъ формуль, опредьляющихь углы вь функши сторонъ . 46 
Выводъ формуль, выражающихь еторопы въ функши угловь. . 45 
Выводь формулъ для опредьленё: сторонъ во сферическимть экс- 
есмь етеенеаееененние 90 


Уравнения Гаусса или Деламбра 53 
Аналоги Непера еее асе, лань 9 
Формулы, относнщеен кЪ вычнеленю площади еферическаго 
треугольника .. еее ченана 5$ 
Формули Люнлье + еее зъенане 91 
Рьшен!е прямоугольныхь сферичеекыхь треугольниковъ 61 


Рашен!е косоугольныхь треугольниковъ , ето 72 
Задачи и числовые примвры на рёшенше сферическихь треуголь* 
НИКОВ ое еекьнь к Бенни, М 
Теорема Лежандра „..-.:- „120 
Прияожеше теоремы Пеждтдра . - 231 


ИЗЛАНЯ НАХОЛЯЩЯСЯ НА СКЛАДЪ 
„СТУДЕНЧЕСКАГО ИЗДАТЕЛЬСТВА“ 


МАТЕМАТИКА ФИЗИКА. ХНМЯ 


\аз+ Ной |- Н. Расположен атомовъ въ пространств$. 
Перев, подъ релакц проф. Н. И. Зелинскаго. М. 
1911. Тр. 49 ю 

Увуй Ной |. +. Хаминеское равпозбаюе, М. 1902. 60 к. 

Варбургь Э О кинетической теор газовъ. Переводъ 
иолъ релаки прив, доц. Н. ПП. Кастерина. М, 1903. 15 к, 

Прив-доц. Волковъ А. А. Сборникъ задлчъ по интегри- 
ровамю дяфференщальныхь уравнешй съ примЪ- 
рами рышеши. Ч. И. М. 191. 30 к, 

Незадой» Н. Да изслЪдоващя по гидродинамик®. Пе- 
реводь подъ редаки, проф. С. А. Чавлыгина. М, 1902, 


60 к. 
Проф. ЗНумовснй Н аникя. Ч. 1. Кинематика, 
Ста 3. ня пригяжены. 2-е. 


ополн 


ное, съ 

призожещемъ залачь по физической ими. М №12. 
1р 73 к 

Ле Бланъ М. Учебы 
4-го изд. вод 
м. р. 50 &. 

Приведон, Мервалозъ М.И Начертат 
М. 91. ТР. 

Проф. Млодзъевовй 6. Н, Основы 


электрохихин. Переводь сь 
кн. привело, А. А. Титова 


Изд. 2-е поль редак. профессора. М. 1914 
Проф_Станкевичь Б. В. Курсъ Физики, Ч. 1. 1915 
Фищеръ 3. Руководство для пол 

препаратовъ. Перев. съ 8 го к 
Проф. Чаплыгинь С. А. Мехаиика системы, Въ 2-хъЪ час 
М 1913 Чт р к ЧИ ег 


